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LỜI NÓI ĐẦU 1 


Các em học sinh thân mắn ! ì 
Nếu các em là thí sinh sắp bước vào kỳ thi THPT quốc gia hoặc các kỳ 
có môn Toán thi theo hình thức trắc nghiệm và đang gặp khó khăn với môn To¿ 
._ thì bộ sách này sẽ giúp các em giải quyết được các khó khăn đó. ỳ 
Hiện nay, trong hầu hết các kỳ thi lớn, môn Toán đã chuyển từ hình thức ụ 
tự luận sang thi trắc nghiệm (như kỳ thí THPT quốc gia). Việc chuyển qua hì 
thức thi trắc nghiệm đối với môn Toán khiến các em học sinh gặp khó khăn, j_ 
lắng khi trong:suốt quá trình trước đó các em đã và đang học theo hướng tự luận 
Nhằm giúp các em giải quyết được khó khăn đó, chúng tôi đã biên soạn bộ sái- 
ôn luyện Toán trắc nghiệm, bộ sách gồm 3 cuốn: ụ 
Cuốn 1: Phương pháp tư duy giải nhanh Toán trắc nghiệm - lớp 12, gỗ: 
các phương pháp giải nhanh và các chuyên đề trong chương trình kiến thức lớp 12. ị 
Cuốn 2: Phương pháp tư duy giải nhanh Toán trắc nghiệm - lớp 10 v , 
lớp 11, gồm các phương pháp tư duy giải nhanh và các chuyên đề kiến thức troi, , 
chương trình lớp 10 và lớp 11. : Ỹ1 
Cuốn 3: Tuyễn tập đề thi và phương pháp giải nhanh Toán trắc nghiệ(u, 
bao gồm bộ đề thì được biên soạn theo cấu trúc đề thi THPT quốc gia và đề t† 
mở rộng hơn có kết hợp kiến thức lớp 10, 11 cùng các hướng dẫn giải thể ; 
phương pháp tư duy giải nhanh. lế 


Cuốn Phương pháp te duy giải nhanh Toán trắc nghiệm — láp 12 đư\ š 

cấu trúc thành các phần như sau: „ 

» Phần 1: Đề mửnh bọa THPT quốc gia 2017 môn Toán có lời giải chỉ tÍ a 

và phân tích cấu trúc đỀ thị. Mă 
s Phần 2: Phương pháp tư duy giải nhanh Toán trắc nghiệp và áp dụng và 

:_ các chuyên đề kiến thức lớp 12. A1) ị 

Cuốn sách gồm khoảng 7000 bài tập trắc nghiệm Toán có đáp án và hướng dệ Ê 

giải theo từng chuyên đề giúp các em học sinh có mồi trường để luyện tập. lên 

Dù đã có nhiều cố gắng, đày công biên soạn nhưng cuốn sách khó trái 

được hết thiếu sót, rất mong nhận được sự góp ý của các thầy cổ giáo, các em hẹ 

sinh và bạn đọc để cuốn sách được hoàn thiện hơn trong lần tái bản. Ị 

Chúc các em học tốt và thành công! Ỉ 


Cì¡ 


Trải nghiệm cúa học sinh về các phương pháp tư duy giải nhanh 


Từ năm 2015, thầy Nguyễn Bá Tuấn đã nghiên cứu và đưa ra nhiều phương 

"ứ, pháp tư duy giải nhanh cho Toán trắc nghiệm được hàng nghìn học sinh biết 

tệ đến qua các video bài giảng, các đề thi thử Toán trắc nghiệm. Cảm nhận chung 

. của các em về các phương pháp tư duy giải nhanh Toán đồ là: đơn giản, dễ hiểu, 

Ệ lêm dụng biệu quả, phù hợp cho mọi đối tượng học sinh. Hàng nghìn học sinh 

ì : đã áp dụng thành công trong các kỳ thi có môn Toán thi trắc nghiệm từ "ăm 
2015 đến nay. 


19)ã 'Thị Ninh (Tân sinh viên ĐH Khoa học Xã hội và Nhân văn ~ ĐĨI Quốc gia Hà Nội) 


ki Những bài giảng, những phương pháp tư duy giải nhanh cho Toán rrắc nghiệm 
: của thầy Tuần thật tuyệt vời. Em là một học sinh khối C, học Toán rất kém, từ 
la: khi biết tới thầy, em đã học theo các phương pháp tư duy của thấy, nó giúp em 
^ h thấy yêu môn Toán hơn. Thây là người đã truyền động lực cho em. Nhờ các 
}Ý phương pháp giải nhanh, các đỀ thi thử và cả sự vui tính của thầy trong cách 
'Ok giảng, em đã đạt được kết quả nÌữt mong muốn và đỗ vào khoa Báo chí của 


ị trường Dại học Khoa học Xã hội và Nhân văn. 
1oêm Đức Thiện (Sinh viên ĐH Công nghệ - ĐH Quốc gia Hà Nội) 


Là một học sinh học khá môn Toán nhưng khi làm đề Toán trắc nghiệm em vẫn 
¡chưa làm chủ được thời sian, Nhưng từ khi học các bài giảng về phương pháp 
Ị “M duy giải nhanh của thấy, em đã cải thiện được rất nhiều. Từ các phương 
ị "pháp tư duy của thấy, em cũng đã học cách gặp các bài toán đều cố gắng tìm tòi 

hướng làm nhanh hơn, thấy đã dạy em không chỉ kiến thức mà còn là cách tư 
j duy toán học, phương pháp tiếp cận vấn đề sao cho nhanh và hiệu quả nhất. 


lăng Hùng (khoa Y dược - ĐH Quốc gia Hà Nội) 


k: Em cảm ơn thây rất nhiều, nhờ những phương. pháp tư duy của thầy đã giúp 
¿ em giải nhanh hơn, cũng giúp em có tâm thế chủ động tìm kiếm thêm các 
Ị phương pháp mới. Cùng từ các đề thi thử thấy soạn cũng đã giúp em rèn luyện 
- sị tốt hơn, làm quen với các đề thi Toán trắc nghiệm. Thây đã truyền cảm hứng 
ẤT, cho em trong môn Toán. Cảm ơn thầy rất nhiều! 


k 
ị 


HƯỚNG DẪN SỬ DỤNG SÁCH. 


Bộ sách ôn luyện Toán trắc nghiệm gồm 3 cuốn, trong đồ 2 cuốn: Phươn, 
pháp tư duy giải nhanh Toán trắc nghiệm lớp 12 và Phương pháp tư duy gi 
nhanh Toán trắc nghiệm lóp 10, lớp 11 bao quát nội dung kiến thức môn 'Toể 
THPT quốc gia để phục vụ cho các bạn ôn tập. Các bạn ôn thi THPT quốc zA 
năm 2017 chỉ cần tập trung vào cuốn lớp 12 vì cấu trúc đề thí chỉ tập trung và. 
lớp 12, sang năm 2018 thì cẦn nắm chắc cả kiến thức lớp 11 và từ năm 2019 Í 
toàn bộ kiến thức Toán THPT nên ôn cả 2 cuốn. Đối với các bạn ôn cáè kỳ te 
khác, cần chú ý cấu trúc của đề thi để có định hướng và kế hoạch ôn luyện tệ 
nhất, Cuốn Tuyển tập đề thì và phương pháp giải nhanh Toán trắc nghiệm bại 
gồm các đề thi trắc nghiệm được biên soạn theo cấu trúc đề THPT quốc gia và 
thi mở rộng kèm theo đáp án và hướng dẫn giải theo các phương pháp tư duy giệ 
nhanh giúp các em rèn kỹ năng làm bài và phương pháp tư duy giải các bài tổ 
trắc nghiệm, quen dần với cách làm đề trắc nghiệm. @ 


Một số lưu ý để sử dụng hiệu quả bộ sách: 


1. Đọc và học các phương pháp tư duy. Kề cả chưa học tới các phần kiến th 
đó thì việc đọc và học trước các phương pháp tư duy cũng sẽ giúp các eE 
hình thành tư duy và cách học cho Toán trắc nghiệm. ị 

2. Luyện tập thường xuyên với các bài tập trong sách. Áp dụng các phườn| 
pháp tư duy giải nhanh đồng thời hãy thử tư duy để tìm ra phươn bà phấp hay hơi) 

3. Ghi chú, ghỉ chép, đánh dấu các mục, phần mà các em thấy cần ghi nhớ. 

4. Khi có khó khăn hoặc vướng mắc, các em có thể: 

® Hỏi giáo viên trên lớp; 
se Trao đổi với bạn bè để tăng hiệu quả của việc học; 
® Trao đổi trực tiếp với tác giả cuốn sách là thầy Nguyễn Bá Tuấn qua các › kênh:j 


Email: batuantoan®gmail.com 
Facebook: https:⁄www.facebook.com/NguyenBaTuan.gvToan 


Ệ 
Ỉ 
| 
Ị 


PHẦN MỘT 
ĐỀ THỊ MINH HỌA THPT QUỐC GIA 
VÀ PHÂN TÍCH CẤU TRÚC ĐỀ THỊ 


,Giải đề minh họa THPT quốc gia 2017 môn Toán theo 
; phương pháp giải nhanh (Nguồn đề: Bộ Giáo dục và Đào tạo) 


cau 1: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số 
được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số ố đó là hàm số nào? 


A, y=-z?+x—1 B.y=—x 2+3x+l 
Œy=x'=x?+1 D, y=x°—3x+l, 


Hướng dẫn giải 
Cách 1: Nhìn vào đồ thị có ngay a >0 nên loại A, B. 
ị Đồ thị đã cho là đồ thị hàm bậc 3 nên chọn đáp án D. 
'Cách är 
Đồ thị hàm số ở hình bên có hai điểm cực trị và 
lìm y=—œ; Em y=+e 


— 


Ề A Sai vì đây là đồ thị hàm bậc hai chỉ có một điểm cực trị 
Ệ € Sai vì đồ thị hàm trùng phương nhận Oy làm trục đối xứng 
B Sai do lim y=~œ, hệ số a < 0. 


Đáp án: Ð. 
Câu 2: Cho hàm số y= ƒ(x) có im ƒ(z)=1 và lim ƒ (x)=~1. Khẳng định 


ị 
Ï 
Ệ 
ậ 
Ệ 
Ỹ 
Ý_. nào sau đây là khẳng định đúng?' ` 

Ỉ A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang 

† „. B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang 

| ˆ€. Đồ thị hầm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y =1 và 
ị 

Ệ 

Ịị 


Fty=-4 
D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng x= 1 và 
xz=~—l 

ị 7 

ì 


www.facebook.coin/qroups/TaiLieuOnThiDaiHoc01 


Hướng dẫn giải 
+) lim ƒ(%)=1= y= 1 là một đường tiệm cận ngang 
+) lim ƒ(x) =—1= y =1 là một đường tiệm cận ngang. Đáp án: C. f 
— 


Câu 3: Hàm số y = 2x” +1 đồng biến trên khoảng nào? ì 
A. (=-:) B. (0;+=) LH (-zz=) D. (—=;0) : 
2 2 tẻ 
Hướng dẫn giải ì 
Ta có: y=8x? >0 ©œ x>0. : ị 
Do đó hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (0; +ee) Ì 
Đáp án: B, Ì 
Câu 4: Cho hàm số y= ƒ (x)xác định, liên tục trên R và có bảng biến thiê 


Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Hàm số có đúng một cực trị 

B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1 

C. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng —1 

D, Hàm số đạt cực đại tại x=0 và đạt cực tiểu tại x=1 Ệ 
Hướng dẫn giải 

Đáp án A: Sai vì hàm số có hai cực trị ằ Ỉ 

Đáp án B: Sai vì hàm số có giá trị cực tiểu bằng —1 ị 

Đáp án C: Sai vì hàm số. không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên ® ‡ 

Đáp án D: Đúng 


Đáp án: Ð. 
Câu 5: Tìm giá trị cực đại y.„ của hàm số y= °—3x+2. Ị 
A.y=4 By, =l C. ye„=0 D-.ye=-L | 


Hướng dẫn giải 
x+=-ly=4 
=l>y=0 
Vậy giá trị cực đại của hàm số bằng 4 (hàm bậc 3 có giá trị cực đại lớn hơn 
giá trị cực tiểu). 
" Đáp án: A.: 


Ta có ý =sử-a=0e|" 


h x. 
CÂu 6: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =Š _ trên đoạn [2;4] là 
== 


A, min y=6 B. min y=—2 C. min y=—3 D. min y=— 
I2] 124) 2⁄4 z4 


Hướng dẫn giải 


: Cách 1: Do xét trên [2;4] nên dễ thấy y > 0 từ đó loại B, C. Còn lại A và D thử 


thấy x=3 thì y=6. Đáp án: A. (có thể dùng máy tính Casio để tìm x) 


2~2y— =~1doại 
Sách 2: Ta có ý =—= T3 lm 98D Lá ta xét trên đoạn [2;4]) 


@œ-TẺ 
Hàm số liên tục trên đoạn [2;4] và ta có y(2) =7; y(3) = 6; y(4 = 
Đáp án: A. 
Câu 7: Biết rằng đường thẳng y=-—2x+2 cắt đồ thị hàm số y=xÌ+x~+2 tại 
điểm duy nhất, ký hiệu (xạ: yạ) là toạ độ của điểm đó. Giá trị của y, là 
A. yy=4 B. yy=0 Cyạ=2 D. yy=—I 
Hướng dẫn giải 
Phương trình hoành độ giao điểm: 
~2x+2=x)+x+2© x` +3x=0  x=0=— y=2. Đáp án: C. 
Câu 8: Tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
y=#!+2m+? +1 có 3 điểm cực trị tạo thành tam giác vuông cân là: 


1 1 
A,m=-—= D.m=1 
RC] 


B. m=—] C.m=—== 
“=öø 


- Hướng dẫn giải 
x=0., 


2 


Cách 1: Ta có: y =4x?°+4mx= na 
—L 


Điều kiện hàm số có 3 điểm cực trị — > 0 '(có thể nhìn nhanh để hàm số bậc 4 
trùng phương có 3 cực trị thì a.b<0) em <0 = Ta loại đáp án Œ,D (*) 


Khi đó tọa độ 3 điểm cực trị là A(0;1); B /—m;—m2 +1); C(——ưn;—m2 +1) 
Ta thấy AB = AC nên tam giác ABC luôn cân tại A: : 


TH NN: =0 
Yêu cầu bài toán cy ÂB.AC =0 ©> m+mẺ com /l6ai m=0 


Hướng khác: Từ (*) Đến đây chỉ còn đáp án A hoặc B đúng. Thay zm =— 1 ta có '.. 
tọa độ 3 điểm A(0;1); B(1;0); C(— 1;0), thấy thỏa mãn tam giác ABC vuông cân ° 
nên chọn đáp án B (nếu không thỏa mãn ta sẽ chọn A). 

Cách 2: Ta có công thức dạng tổng quát của đồ thị hàm số y = x'+bx? +c 
có 3 điểm cực trị khi b<0. Nếu đồ thihàm số có 3 điểm cực trị thì 3 điểm 
cực trị đó tạo thành tam giác cân với góc ở đỉnh là ø thì tan ¬ = = 
Đáp án: B. : 

Câu 9: Tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số ¡ 

x+Ïl 
v= Nha có 2 tiệm cận ngang là cÍ 
A. Không có giá trị thực nào của m thỏa mãn yêu cầu đề bài, ị 
B.mm<0 =0 - ,D.m>0 : ị 
Hướng dẫngiải . ị 
Cách 1: Khi m = 0 ta có y = x+1 thì đồ thị hàm số không có tiệm cận = Loại _. ị 
Khi m > Ö tả có: Ỉ 
k } 
‡ 
‡ 
ị 


lỆ 
lim = Sa ——==—=-~ lm——Š— hy =y= Ề là một tiệm cận ngang 
mm, mg ET ¬Ỷ ¬ “ Xm : 
mờ : 
1 lỆ 
- x+l _... —I 1 „ 
lim = = lim 4_.= =— Tả một tiệm cận ngañj 
t+= SÍm2+1 z* +. v = 
m+- 
x 


Đáp án: D. ‡ 
Cách 2:m =-1 thay vào rồi dùng máy tính Casio tìm: tiệm cận ngang, sẽ thấy có 2 
tiệm cận ngang là y = 1 vày = ~1. Đáp án: D. : : 


ị 

ị 

ị 

ị 

Khi m < 0: Đồ thị hàm số không có tiệm cận... .. : ị 
Ị 

Ị 

H 

10 | 
| 

‡ 


Câu 10: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của 
tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng + (cm), 
rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cái hộp không nắp. 
'Tìm x để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. 


A.x=ố6 B.x=3 C.x=2 D.x=4 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: Gọi x (cm) là cạnh hình vuông bị cắt (0 <x < 6) 
Có: V=y= x2—2x)? =4x(36—12x +x?) h 
x=2 
“=12x°~96x+144= 0 œ 
XIN UYÊU đc lP 6(oại) 
Cách 2: 
3 
Y=z(12~2x} =2:4+(12~2x).(I2~2x) < nƯớnn =128 
Vy = 128 << 4vx=12— 2x ©> x=2 
Cách 3: Thử trực tiếp các đáp án để tính V. Sau đó chọn đáp án ứng với V lớn nhất. 
Đáp án: €, 
tanx—2 „„ 


Câu 11: Tất cả giá trị thực của tham số sao cho hàm số y = tin đồng 
" x~7m 


biến trên khoảng (sẼ) : 


A, m<0 hoặc 1Sim<2 B.m<0 
€1Sm<2 D./z>2 
: Hướng dẫn giải 


Đặt t = tan x (t €(0;1)): Do tanx là hàm đồng biến trên (s2] nên để thoả 


mãn đề bài tương đương với y() = Ben đồng biến trên (0;1) 
—m 


11 


yq)= 


—m+2 >)Ÿ b6 
(Œ—m)° 
sẽ vu Sẽ ủ# m<^2 <0 

Để hàm y(t) đồng biến trên (0;1) thì P (;Ð Ầ P VIỆT 

Có thể dùng Table để khảo sát. Đáp án: A. 
Câu 12: Giải phương trình log„(x—1) =3 

A. x=63 B.x=65 C. x=8§0 D.x=82 

Hướng dẫn giải 

Điều kiện: x —1 >0 © x>1 

Phương trình trở thành x—1=4” «» x= 65 (thỏa mãn). Đáp án: B, 
Câu 13: Đạo hàm của hàm số y = 13* là: 


13” 
A. y'=z131 B. y'=13*.In13 C.y'=13" D.y'= 
y'=x ? In y b2 TH 
Hướng dẫn giải 


Ta có y=(13*} =13* In13. (Có thể đùng máy tính Casio tính đạo hàm tại điểm 
để loại đáp án). Đáp án: B. 
Câu 14: Giải bất phương trình log; (3x— 1) > 3. 


A,x>3 B.2<x<3 €.x<3 ¬: 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: BPT © 3x—1 >8 © x >3. Đáp án: A. 
Cách 2: Hàm số là đồng biến nên nghiệm có dạng x > a nên loại B, C. Thử giá 
trị thuộc tập ở đáp án A mà không thuộc đáp án D thấy thỏa mãn nên chọn A. 
Câu 15: Tập xác định D của hàm số y =log, (* _ 2x-3) là 


A. D=(T—s;—1]©[3;+ee) B. D=[-1;3] 
C. D=(T—s;—1)L2(3;+>e) D. D=(-1;3) 
Hướng dẫn giải 


>3 
xìcx-a>0e|Ẻ ¡ Do đó, tập xác định của hàm số là 
BH. 
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Câu 16: Cho hàm số ƒ(+x) = 3⁄7, Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai? 


° — A,f(x)<l©x+z+log,7<0 ` B. ƒ(x)<1©xIn2+x°In7<0 
ị C ƒ(x)<1© xlog;2++x°<0 D. ƒ(x)<1e1+xlog;7 <0 
h Hướng dẫn giải 


Cách 1: Với ƒ (x) <1, ta có 
27” <1 œ Iog, (27.7) <log, 1=0 & log, 2" +log, 7°” <0 © x+ +? log, 7<0 


22 <1©m(2*7]<InI=0 œIn2*+In7Ẻ <0©xIn2+x°In7<0 


2⁄7 <1©log, (2:7”)<log,1=0 © log, 2*+log,7” <0 © xlog,2+x? <0 
Vì xel nên khẳng định 
x+ +” log; 7< 0 œ +(1+ xlog; 7)< 0 © 1+ xlog, 7 < D là sai. 


Cách 2: Dùng phương pháp ước lượng. 
¡.. Cách 3: Dùng phương pháp điểm biên. 
† Đáp án: D. 


Ì_ Câu 17: Cho các số thực dương 4,, với 2#1. Khẳng định nào.sau đây là 
ị khẳng định đúng? 
|  A.log, (a5)=-log,b B. log „ (4b) =2+2log, b 
‡ 3 J- đi 
C. log,,(ab)= 2198, °b D. log ; (2b) =2+2Iog, °b 


Hướng dẫn giải 
Ta có: log ; (2b) =2 (Ies, ab) =(es, a+log„b) =2 +. log,b, 


|. Cách khác: Có thể lấy a =2, b= 1 và thử đáp án. Chú ý SN phương pháp 
Tổng quát hóa để việc thử kuSe: ưu. Đáp án: D. 


Câu 18: Đạo hàm của hàm số ÿ=——— 1 băng: 
1—2(x+1)In2 1+2(x+1)In2 
A.y<1=2+0 m.yi~122(21) 
2 2 
._ 1—2(x+1)In2 ,. I+2(x+1)In2 
C.y c0 n2 ) D.y ——.¬ 
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: Hướng dẫn giải 
=H]- t4 =t +94] _£ ta 
+ (#} (+Ÿ 


„ Đáp án; A. 


Cách 1: Ta có »'={ 


_1-(x+1).In4 _1-2(x+l)ln2 
4 kư 22+ 
Cách 2:Do y=“^ nên y' xuất hiện đấu trừ ở tử, ta loại B, D. Mẫu của y' 
v 


không thể có dạng 4" nên ta loại C. Đáp án: A. : 
Cách 3: Dùng máy tính Casio. Ễ 


Câu 19: Đặt ø = log; 3 và b=log, 3. Hãy biểu diễn log, 45 theo øz và b : 
a+2ab 2a°— 2ab ‡ 
log, 45 = B. 45=————— Ỳ 
A. logs Sb+B log,45 PT? : 
4+2ab 242 ~ 2ab í 
Œ, l S= D. I 45=————— 
°8,4 Sun ab+b 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: Biến đối và dùng các công thức cơ bản và công thức 
: : 1 
lO8„) €= 


log,(ab) ” log„a+log, a 
Biến đổi ta được đáp án C. 
Cách 2: Dùng máy tính log, 3 —› A (Shift + STO+A); log; 3 —> 8 (Shift + STO+B) 
Sau đó thử vào 4 đáp án A, B, C, D. Ỷ 
Cách 3: Ước lượng: log, 45 > log, 36=2 
Nhận xét các đáp án để chọn đáp án C. 
Câu 20: Cho hai số thực ø và ð, với 1<a<b. Ệ 
Khẳng định nào đưới đây đúng? í 


Ệ 

A,log,b<1<log, a : B.1<log,b<log, a ị 

C. log,z<log,b<1 Ð- logy z<1<log¿yð ị 
Hướng dẫn giải : š +. 

Cách 1: ị 
1<za<b='log,b>1— log, a<1 - 

+®)A:log,b<1—> loại | 

ị 


+)Ö:log, đ¿>log,b=— loại 
+)Œ:log„b<1=— loại 


ị 

Ị 

14 Ỉ 
ị 

Ễ 


“Cách 3: Ta có >> 


Cách 2: a= 2; b= 3 — Tính log, a; log,b = Nhận xét 
hs log,b > log, 2 & log„b >1 
tỡ tà nm ©log,z<1<log„b. 
log, b > log, a  l > log, a 


Đáp án; D. * 


: Câu 21: Ông A vay ngắn hạn ngân hàng 100 triệu đồng, với lãi suất 12%/năm, 


Ông muốn hoàn nợ cho ngân hàng theo cách: Sau đúng một tháng kể từ 
ngày vay, ông bắt đầu hoàn nợ; hai lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng 
một tháng, số tiền hoàn nợ ở mỗi lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau 
đúng 3 tháng kể từ ngày vay. Hỏi, theo cách đó, số tiền mà ông A sẽ phải trả 
cho ngân hàng trong mỗi lần hoàn nợ là bao nhiêu? Biết rằng, lãi suất ngân 
hàng không thay đổi trong thời gian ông A hoàn nợ. 


100.(1,01)7 : (L0) — 
Á, m=——————— (triệu đồn, B.m=————— (triệu đồn, 
3 (riệ 8) Go -iU ệ 8) 
, 120.(1,12)” 
C.m=199. 1:9 tiền đồng) TT nai D210 (triệu đồng) 
(12) °—1 


Hướng dẫn giải 
p =100 triệu, 12%/năm => 1%/tháng, r = 0,01, rp = 1. 
Giả sử các tháng là: 
01/03—#—y 1/04. LãÌ rp; rm=m, + rp 
` Trả gốc mm = Còn nợ p — m, 


01/04—34? › 1/0 Lãi r(p-m, ) m= mụ + r(p— Im,) 
T .= _> Còn nợ p—m —m, 
'''01/05—-:y 1/06 S+H7PSmộ—n th + r(0 “ăn mg) 
Trả nốt gốc  = p—m —rm; 


Theo đề 
Ï =3 m +TP =im, +T7(P<~nn) =3 mà = m(13+)y m =me(1+r)=m(1+r)Ê 
: Ly rp q+r} 
4c 0001ÿ 4 1-2804 0NTES-JELRGITN4E.GANG(AT.ET-EEI 
Đáp án: B. 


_ 


hình thang cong, giới hạn bởi đồ thị hàm số y= f(x). trục Øx và hai p 
đường thẳng x= ø, x=b (a<ð).xung quanh trục Óx là: 


A.V=z| 7? (x)x B.V=|7*(x)& 
LÀ LÃ 
€.V=Z| ƒ (x) 4x. Ð. Y=[]|7 (x)|4. 

Hướng dẫn giải 


Nhớ công thức (hiểu công thức được lập nên từ gốc là tính tổng vô hạn 
điện tích các hình tròn) 


Có thể nhớ điểm mấu chốt là trong công thức có Z, ƒ”(x)= loại B, €, D. 
Đáp án: A. Hà 
Câu 23: Nguyên hàm của hàm số ƒ(x) =x/2x—1 là: b 


A.[7 (x)4=5(2x—I)J2x=1 +€. 


B. [7(6)4=2(x~I)2=1+c. 
€ [Z()=-242x=1+€. 
D. [7œ)œ=242z=1+€, 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: Ta có: T = [ ƒ (x) dẻ =[ÄJ2x~—1dx. 
Đặt 
5x~1=t=x= S1 [d  IỂ: =[4i=E +c=1(3x~1)AJBz=1+C 
2 2 3 3 : 


— ... 


Cách 2: F'„„e„Ìx=5;ƒ()=3—=B 
Đáp án: B, : ị 

Câu 24: Một ô tô đang chạy với vận tốc 10 m/s thì người lái đạp phanh; từ thời ¡ 
điểm đó, ô tô chuyển động chậm dần đều với vận tốc vữ) =-5/ +10 (m/s), ¡ 
trong đó + là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. ; 
Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển bao nhiêu mét? 
A.0,2m B.2m C.10m D.20m 
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—BEE 


Hướng dẫn giải 
y=10=~—5 +10—í, =0;v¿ =0=—5f+10=¡; =2 


Ũ 
_#0)= ||(-5r+10)|át =10 
D 


ách khác: Ta có công thức v°—vạ” =2as ( trong đó ø là gia tốc, vụ là vận tốc 
đầu ở đây là bằng 10 m/s, v là vận tốc lúc sau, s là quãng đường đi được). 

/.:-. Trong bài do chuyển động chậm dần đều nên a < 0 lấy a từ công thức của v, 
.,a= — 5m/s2. 

Đáp án: €. 

-Câu 25: Tích phân IS xsin xảx là: 


"... .. B./=—Z!. C.7=0. ¬... 
. 4 - 4 
ị Hướng dẫn giải 
+ +..Jz 
ách 1: Ta có 1=[—eos) x4 (cosx)=~*°-“ =0. 
Là 6 


Cách 2: Bấm máy tính Casio và vận dụng tổ hợp các phím để so sánh đáp án 
nhanh nhất. 

' Cách 3: Đặt t = cosx đưa về công thức đặc biệt có tích phân bằng 0. 

ñ Đáp án: €. 


: Ề 
{ Câu 26: Tích phân 7 = Í xinx4x bằng 
Ề 1 
2 2 2 
ñte© Bước cư bp.;=£ T1 
2 4 
Hướng dẫn giải 
Ặ „u=lnx G2 x2lnx|f 1ƒ. c2 x?f, ø?+1 
Ý. Cách 1: Đặt => =I=———” -zl>z=>-~ = 
š dv = xdx _x. 2 h 2ï 2 4| 4 
2 


Ệ Cách 2: e°~1,3; I~2,.. (bấm máy), từ đó thấy chỉ có C thỏa mãn để có thể 
' _ lớnhơn2. 
Đáp án: Œ. 


“am 


Câu 27: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y= x°—x và đồ thị 
hàm số y= x—+Ÿ là 


A.S B.2 có : D.13 
12 4 12 
Hướng dẫn giải 
„=0 
x—+3? =x?—x © xÌ+x?—2x=0 ©| x=l 
x=-2 


0 L 
S=[IG'+x?=2z)ldx+[IQ#+x°~2x)I=- (bấm máy) 
- 0 
Đáp án: A. 
Câu 28: Kí hiệu (H) là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = (x—1) £*, 
trục tung và trục hoành. Thể tích V của khối tròn xoay thu được khi quay; 
hình (H) xung quanh trục Óx là 


A.V=4-2e B.V=(4—-2e)z €.V=e?—5 D.V=(e?—5)z 
Hướng dẫn giải 
2(x—-1)e' =0 ©x=1 
h 
s=[l2œ-Ðe" 
0 
Đáp án: D. 


Câu 29: Cho số phức z=3—2i. Giá trị phần thực và phần ảo của số phức z là 
A. Phần thực bằng —3 và phần ảo bằng —2¿. 
B. Phần thực bằng —3 và phần ảo bằng —2. 
C. Phần thực bằng 3 và phần ảo bằng 2¡. 
D. Phần thực bằng 3 và phần ảo bằng —2. 


ị 
ị 
: 
Ị 
ị 


Đáp án: Ð, 

Câu 30: Cho hai số phức z, =1+¿ và zạ=2—3i. Môđun của số phức z, + z; là 
A. la +z,|= 13. B. |z,+z¿|= 
€. |4 +z2|=1. D. |z; + z¿|=5. 


Hướng dẫn giải 
Z.+¿.=3—2i =]s + a|= 13 
Có thể dùng máy tính Casio khi máy cho môđun là số thập phân thì bình 


phương lên để biết nó là căn của số nào. 
Đáp án: A. 


1T 
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âu 31: Cho số phức z thỏa mãn (I+?)z=3-—¡. Hỏi điểm biểu diễn của z là 
điểm nào trong các điểm 3⁄,X,P,Q@ ở hình bên? 
A. Điểm P. B. Điểm O. 

` Điểm ẤM. D.Điểm Ä. 


Hướng dẫn giải ` = 

_... => Q(1;-2) SIM Tọa. 
(có thể dùng máy tính Casio để tìm z) 

à: Đáp án: B. 

¡ Câu 32: Cho số phức z=2+Ši. Giá trị số phức w=iz+z là 

ÿ-A. =7~3i. B, w=—3-3, 

Ï.Œ w=3+7i, D.w=-7—7i.. 

ÿ ị Hướng dẫn giải 

¡Ta có w=i(2+50)+(2—~50 =—3—3¡ 

Đáp án: B, 


Câu 33: Kí hiệu z, z¿, z;, z, là bốn nghiệm phức của phương trình 


: 2°— z?~ 12 = 0. Tổng 7 =lz,I+lz,l+lz I+lz, Hà 

+ 5A.T=4 B.7=2v3 

E7 ŒTr=4+25 Đ.7=2+243 
Ỷ Hướng dẫn giải 

Ễ 

Í 


t=-3 
‡ t=4 
J Ta có:|z l=lz, La E=lz¿† 
°'Trường hợp 1: z =4 =lz, l=lz„Í=2 
... Trường hợp 2: zˆ =—3=l ¿ Elz, =^/3 
- Đáp án: C. ' 
jCâu 34: Cho số phức z thỏa mãn |:| =4. Biết rằng tập hợp các điểm biếu điễn 


Bật trẻ =02=i~l2=03| 


các số phức w=(3+47)z+¡ là một đường tròn. Bán kính r của đường 
tròn đó bằng: - 
A.r=4 B.r=5 ¬ C.rz=20 D.zr=22 
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Câu 35: Tính thể tích W của khối lập phương ABCD.A'B'C'D', biết 


AC'=aj3. 
bo 3 
A.V =2”, M.= C.V=3432). D.V=.a 
Hướng dẫn giải 


Câu 36: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh á 


Hướng dẫn giải 
lzl=% w=(3+4jz+i 
©|w-il = | (3+41)z |= 5.420 Ệ 
= Tập hợp điểm biểu diễn số phức w là đường tròn tâm I{ 0;1 ); z=20. 
Đáp án: C. 


Ta có đường chéo của hình hộp chữ nhật 3 kích thước là x, y,z 


AC'=-Ja?°+y?+z? =vV3a, mà x=y=z=x=d 


=V=232? 
Đáp án: A. 


cạnh bên $4 vuông góc với mặt phẳng đáy và SA= a2. Tính thể tích ki 
của khối chóp S.A8CD. f 


3 3 Đề. 
AV=SJ2, py„2 3E, CV =z34⁄2. p.y-232 
6 4 3 
Hướng dẫn giải Í 
‡ 
“ 1, „>~ 22 ị 
Đáp án: Ð, h 


Câu 37: Cho tứ diện ABCD có các cạnh AB,AC và AÐ đôi một vuông gói 
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với nhau; AB=6a,AC=7a và AD =4a. Gọi M,N,P tương ứng là truný 
điểm các cạnh BC, CD, BD. Thể tích V của tứ diện AMAP là 
28 


ị 

A. v=Tz Ề B. V=14aẺ. C.y=-#. D.V=72. j 
: ị 

Hướng dẫn giải ị 

Cho a=1. l 
V, 111 | 

Vu =—2B€Ð ~—.—.—.6.7.4=7 ị 
AMNP 4 4 2 3 ị 
Đáp án: Ð. ị 


+ câu 38: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh bằng ^⁄2a. 
l- Tam giác S4D cân tại Š và mặt bên (S4Đ) vuông góc với mặt phẳng đáy. 


z và 4 h y & 
Biết thể tích khối chóp S.ABCD bằng bu Tính khoảng cách h từ B đến 
mặt phẳng (SCP). : 
2 4 8 3 
== B.h=— C.h== D.ø=— 
A.h 3 a .. TP Phi 
Hướng dẫn giải 
ch 1: V„ueo =2.SH-C/2)” öE 


ị Đặt hệ mg 
vẼ: S(0/023; D[- _2, _. ;0); c(42:-Š X2 0), B(V5:X2¡0 0) 


= IŠ5: SC].SBI 
I[SD:SCI 


"Trong đó: S=(~/5;=32;~2)8É= ((5;=5;~a)§B =(v5; Ý2,—2) 


iSD,SCI=(0;—4/2;2) = IỀĐ,SC1SBI_ 8 _ 4 
ISD,SCI 6 3 | 


Cách 2: Gọi H là trung điểm AD khi đó có SH là Tung cao của chóp S.ABCD 

: 3 = 

_ SH = hanh — 4 — 2a, sp = |srˆ+| Hài 4a? lăn 2 
2mcp 22? 


2 SH.HD _„ 24-F „ 4a 


- Có: a(B,(SCD)) =2a(H,(SCD))=2 


§D 3a 3 


Đáp án: B. 
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Câu 39: Trong không gian, cho tam giác AØC vuông tại 4 có AB=a và I 
AC=a3. Tính độ dài đường sinh / của hình nón nhận được khi lờ ` 
tam giác ABC xung quanh trục 48. 

A.l=a. B./=a2. C./=a3. D.!=2a. 
Hướng dẫn giải ; 

Ta có: BC=AH?+AC” =2a, Khi quay tam giác 4BC quanh trục AẺ 

đường sinh của hình nón là đoạn 8€ do đó ! =2ø 

Đáp án : D, 

Câu 40: Từ một tấm tôn hình chữ nhật kích thước 50 cm x 240 cm, người b 
làm các thùng đựng nước hình trụ có chiều cao bằng 50 cm, theo hai cách sa 
(xem hình minh họa dưới đây). ị 


Cách 1: Gò tấm tôn ban đầu thành mặt xung quanh của thùng, 


Cách 2: Cắt tấm tôn ban đầu thành hai tấm bằng nhau, rồi gò mỗi tấm để 
thành mặt xung quanh của một thùng. ị 


Kí hiệu V; là thể tích của thùng gò được theo cách 1 và V, là tổng thể to: 


ị 


ị 


của hai thùng gò được theo Cách 2. Tính tỉ số TL 


Hướng dẫn giải Ỉ 
‡ 
Do chiều cao của các thùng là như nhau nên tỉ số w bằng tỉ số tổng diện 


Ỷ 

2 Ễ 

tích đáy thùng ị 
2 2 2 Ị 
S=wR2=n-C-=C SUSÓI =1 ca in Đp c2 Ỉ 
NA AN ị 

| 

Đáp án: C,. Ị 
Ị 
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Cầu 41: Trong không gian, cho hình chữ nhật ABCD có AB =1 và AD =2. 


trụ đó 


Hướng dẫn giải 
° Hình trụ có diện tích đáy S, = Z, có diện tích xung quanh là 


Sự = AB2z. =2z 


Vậy 5„ =28,+8„ =4 
si. Đáp án: A, 
Câu 42: Cho hình chóp 5.4B€ có đáy ABC là tam giác đều cạnh bằng 1, mặt 


Gọi M, N lần lượt là trung điểm tủa 4D và BC. Quay hình chữ nhật đó xung 
- quanh trục MN, ta được một hình trụ. Tính diện tích toàn phần S„ của hình 


có A. 8, =4 B. §„ =2 C.5„ =6Z Ð. S„ =10z 


bên S4P là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng 


đáy. Thể tích V của khối cầu ngoại tiếp hình chóp đã cho là 


Av=ŠðJJ5Z  pgự-5M5Z  -cự_43z p.v=5Z 
18 54 27 3 


Hướng dẫn giải 


Gọi ớ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 4BŒ, G' là tâm đường tròn 
ngoại tiếp tam giác S4. Dựng đường thẳng d, d' lần lượt qua đG, @” và song 
song với SH, CH. hai đường d và đ' cắt nhau tại I. Khi đó I chính là tâm mặt 


cầu ngoại tiếp cần tìm. 
Dễ có: 
1 2 3 


!G=~5SH, AG=—SH, SH =-— 
3 3 2 


= R=NAGŒ? +!GŒ? 


s 
=y=4z[ vẽ _ 5/15z 
3 6 54 


Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ 0xyz, cho mặt phẳng 
(P):3x—z+2=0. Véctơ nào dưới đây là một véctơ pháp tuyến của (P)? 


A. n =(—1;0;—1) B. ø; =(3;—1,2) 
€.n =(3—1;0) D. m; =(3;0;—1) ị 
Đáp án: D. 


Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ 0xyz, cho mặt cầu 
():(x+1)?+(y-2Ÿ +(z=1ÿ. =9 
Tọa độ tâm / và tính bán kính # của (S) là 


A. I(—1;2;1) vàR=3. B. 7(1;-2;—1)và ®=3. 
C.7(—1;2;1) và #=9. D. 7(1;-2;—1)và #=9. Ị 
Hướng dẫn giải ị 


Phương trình tổng quát của mặt cầu tâm 7 (a;b;c), bán kính R có dạng 
(S):(x—a} +(y—BŸ'+(—e} = R? ị 
Vậy (S):(x+1)”+(y~2)”+(z—L} =9 có tâm 7(—1;2;1),R =3 
Đáp án: A. 
Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng 
(P):3x+4y+2z+4=0 và điểm A(1;~2; 3). Khoảng cách đ từ 4 đến (P) là: ị 


5 5 5 v5 
A.d=> B.d=— Cd=—— D.2=” 
9 29 N 3 


Hướng dẫn giải 
3.1+4(—2)+2.3+4 
4(A.(P))= { ) lở „ Đáp án: C. 
32 +42 +22 ⁄29 ] 
Câu 46: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng A có phương trình: ị 
+z-10_ y-2_ z+2 


+ 

| 

Ệ 

Ệ 

ị 

Ệ 

Ì 

5 RE] ị 

Xét mặt phẳng (P):10x+2y+mz+11=0, z là tham số thực. Tất cả các giá ị 
trị của m để mặt phẳng (P) vuông góc với đường thẳng A là ị 
A. m=~2 B.ữr=2 C.zm=—52 D.7z=52 Ị 
Ị 

| 
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L. Để (P) vuông góc với đường thẳng A thì véctơ pháp tuyến của (P) phải 


cùng phương với véctơ chỉ phương của A ta CÓ: KH c+ = + cm=2 
10 2 ứm 


: Hướng dẫn giải 

Ệ 

ị 

ị _, Đáp án: B. 

râu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Øxyz, cho hai điểm A(0;1;1) và 
B(:2;3). Viết phương trình của mặt phẳng (P) đi qua 4 và vuông góc với 


đường thẳng AB 


A, x+y+2z—-3=0 B.x+y+2z-6 =0 
Œ x+3y+4Z2~7=0 ÐĐ. x+.3y + 4z - 26 =0 
Hướng dẫn giải 


Vậy mặt phẳng (P) đi qua A và vuông góc với đường thẳng AB là: 
1(x-0)+1(y—1)+2(z—1)=0 hay x+ y+2z-3=0. 
Ì Cách 2: Thay tọa độ điểm A vào các đáp án thì chỉ đáp án A là thôa mãn. 
Ìcách 3: Tìm véctơ AB từ đó có véctơ pháp tuyến của (P) nên loại đáp án C, D. 

ị Sau đó thay tọa độ điểm A vào đáp án A hoặc B là thấy đáp án A thỏa mãn. 
¡. Đáp án: A. Ỷ 
'Câu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (S) có tâm /(2; 1; 1) 
và mặt phẳng (P):2x+ÿ+2z+2=0. Biết mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) 
theo giao tuyến là một đường tròn có bán kính bằng 1. 
Viết phương trình của mặt cầu (S). 


ị 
) 
ị 
ị 
'Cách 1: Ta có AB =(I;1;2) 
ị 
Ị 
: 


A.(x+2)°+(y+1+(e+1Ð” =8 B,(x+2)) +(y+U +(z+Ð =10 
E- €(x-2}'+(y~ÐÌ+(z-U! =8 D.(x-2)”+(y~1)Ì +(s=U =10 
Ị Hướng dẫn giải 


Dễ dàng ta loại được A, B vì không nhận I lầm tâm. 

Ta có bán kính mặt cầu R=.z?+d?(7,(P)) trong đó r bán kính đường 
ị tròn, đ(7,(P)) là khoảng cách từ tâm. đến mặt phẳng (P) 
b.2+1+2.1+2] Hi ng 


\4000))~ TEnE võ 
ñ =R=I+9 =410. 


Đáp án: D. 
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Ỷ 


Câu 49: Trong không gian với hệ tọa độ Øxyz, cho điểm A(1;0;2) và đườn, 
thẳng đ có phương trình == = ni . ấ n 


2 
Viết phương trình đường thằng A_ đi qua 4, vuông góc và cắt d. 
A.A:Z-1_.y.ãZ-2 B.A:Š-1Ắy⁄.z~2 
1 1 1 1 1 —L 
ŒA:Z-1-y_z-=2 P.A:Z-1„.y„z-2 
E2 2 1 1 3 1 
Hướng dẫn giải 


Nhận thấy tất cả các phương án khi thay tọa độ điểm A đều thỏa mãn. 
Tiếp đến xét tính vuông góc ta loại được đáp án A, C. 
Xét tính cắt nhau 


x=l+ứ' 
Có phương án B; A:”——=}=Š~Ê—, y=!' (ieR) 
z=2-r 
Ẫ x+=1+/ 
Fe (=R) 
1 1 2 
z=~l+2 : 
1+:=l+r' 
Để xét tính cắt nhau ta xét hệ sau có nghiệm hay không 4;=¿' 
—1+2/=2—?' 


Nhận thấy hệ trên có nghiệm. Đáp án: B, 
Câu 50: Trong không gian với hệ tọa độ %z, cho bốn điểm: 
A(;-2; 0), Z(0;—1;1), C(2:1;~1) và D(3;1;4) 
Hỏi có tất cả bao nhiêu mặt phẳng cách đều bốn điểm đó? 


A,1 mặt phẳng B. 42 mặt phẳng ị 
C.7 mặt phẳng D. Có vô số mặt phẳng Ỷ 

... Hướng dẫn giải : ị 
Kiểm tra 4 điểm A, B, C, D xem có đồng phẳng hay không? Ị 
Có AB =(~1;1;1), AC =(1;3;—1), 4Ð = (2;3;4) ,: 
Xét AZLAC, AB ]=~24+0 vậy 4 điểm A, B, C, D không đồng phẳng. ị 
Có hai loại mặt phẳng thỏa mãn đề bài là: Ẳ 


Loại 1: Mặt phẳng qua trung điểm của 3 cạnh bên (có 4 mặt phẳng loại này) ¡ 
Loại 2: Mặt phẳng qua trung điểm của 2 cặp cạnh đối diện (có 3 mặt phẳng! 
loại nà) Ũ - Ị 
Có 7 mặt phẳng thỏa mãn đề. Đáp án: C. 
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'B. PHÂN TÍCH CẤU TRÚC ĐỀ THỊ 


'- đề thi được phân bổ như sau: 


, Theo phương án thi THPT quốc gia năm 2017 được Bộ Giáo dục và Đào tạo 
- công bố: Năm 2017, nội dung thi nằm trong Chương trình lớp 12 THPT; 
năm 2018, nội dung thi nằm trong Chương trình lớp 11 và lớp 12 THPT; từ 
- năm 2019 trở đi, nội dung thi nằm trong Chương trình cấp THPT. 

. Theo đề minh họa do Bộ Giáo dục và Đào tạo công bố, năm 2017 cấu trúc 


Nội dung kiến thức Số câu 
1. Hàm số và các bài toán liên quan T11 
2. Mũ và logarit 10 
3. Nguyên hàm - Tích phần 7 
4. Số phức 6 
ln 5, Hình học không gian 4 
È: 6. Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 4 
7. Hình học tọa độ Oxyz 8 
Tổng 50 


Í Cụ thế: 


(gồm 11 câu) 
Các dạng câu hỏi về: 
Đồ thị hàm; tiệm cận 
Tính đơn điệu 
+ Cực trị 
~ GTLN - GTNN 
1 Tương giao 
2. Mũ và logarit (gồm có 10 câu) 
Tính đạo hàm; Tìm tập xác định 
~ Biểu thức logarit 
Phương trình, bất phương trình 
-]lôgarit; Bất phương trình mã 
Bài toán lãi kép 
- 3. Nguyên hàm - Tích phân (7 câu) 
°|[~ Lý thuyết; Nguyên hàm; Tích phân. 
| - Ứng dụng tích phân 


Hàm số và các bài toán liên quan 


4. Số phức ( 6 câu) 

- Dạng đại số của số phức 

~ Dạng hình học gồm 2 câu 

- Giải phương trình số phức 

5, Hình học không gian (4 câu) 

- Câu hỏi về lý thuyết về khối đa diện 

- Dạng câu hỏi về tính thể tích (khối lập 
phương, khối chóp, tứ diện, lăng trụ) 

- Khoảng cách từ 1 điểm đến 1 mặt 

6. Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón (4 câu) 

-. Câu hỏi có tính liên hệ thực tế 

- Thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp 

7. Hình học tọa độ Oxyz (8 câu) 

Gồm các kiến thức về mặt phẳng, 

đường thẳng, mặt cầu khoảng cách 

quen thuộc mà mỗi học sinh bất kì nắm 

chắc kiến thức cơ bản có thể giải được 
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PHẦN HAI 


PHƯƠNG PHÁP TƯ DUY GIẢI NHANH 
TOÁN TRẮC NGHIỆM 


Chương ï. LÝ THUYẾT CHUNG VỀ GIẢI NHANH 
TOÁN TRẮC NGHIỆM 


Bài 1. Kỹ năng bấm máy tính giải Toán trắc nghiệm 
1. Phím CALC 


Chức năng (CALC) là tính giá trị của một biểu thức 
Ví dụ 1. Giải phương trình: 


sửn 4x + sin2x = cos 4x+ cos 2x 


x=T+2kz lo tua 
A. k2 B. keZ 
#,k WSiếU 7. k# Si 
x=—+— =—= 
4 2 6 3 
x=`+kz x=kZ 
C. (Œ&keZ) D. z .kz (keZ) 
KT con 2 x=121 2 
12: 3 
Hướng dẫn giải 


Cách 1: sit4x+ sửi 2x = cos 4x+c0s2x 
©sin3xcosx = cøs 3xc0s x 


z 
x=~+kZz 
cosx=0 b) TT: 
c©|. Đáp án: €. 
sin3x=cos3x Ö-Z,kz 
15. 3 


Cách 2: 


(Chú ý; Trong các bài toán chứa hàm lượng giác với các đáp án ở đơn vị 
radian thì cần chuyển về hệ radian trước khi nhập hàm.) 
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hở đáp án —+ áP trước vì từ phương tình ta thấy có tình huống: 
SE” 


C đệm z z 
se = sinb nên ta nghĩ đến liớn rong xnG 


Dùng phím CALC gán giá trị X “. ta thấy phương trình thỏa mãn. 


ếp tục gán giá trị X Ni: thấy phương trình thỏa mãn. Đáp án: C. 


X1+tanx —Vl+sinx 


là: 
Ex 
1 
s= C4 D.2 
2 
Hướng dẫn giải 


Nhập biểu thức rồi dùng phím CALC gán các giá trị xấp xỉ 0 cho X (như 
. Xe0.001; X=0.0001...) 


xJ1+tan(X) HE Sổ) S*£ˆ, X = 0,061 
(x) 
-›:Cụ thể ta có các thao tác nhập trên Casio như sau; 
Ta được kết quả 


“Cửa sổbật T7 „ 


: 
‡ 
Ị 
Ệ 
Đệ 
Ễ L) Mạnh 4 
XIrtnG CC IE PIN 


xS.- 
497655 


|. Vậy giới hạn là 0,25 =ẵ: Đáp án: A. 
Ị 


¡ Chú ý: Trong nhiều bài toán nếu ta chọn giá trị X không khéo sẽ dẫn tới hiện 
tượng tràn số cho kết quả không chính xác. 
;- Như bài trên nếu cho X <0.0001 thì sẽ được kết quả là 0. 
::. Bởi vậy, nếu nghi ngờ đáp án, ta nên thử nhiều giá trị X khác nhau, 
Ví dụ 3. Cho mặt phẳng (Z) : 2z+3y + ¿+1 =0. Mặt phẳng nào sau đây vuông 


A.2x-3y—-z+1=0 B.x+y—5z+6=0 


Ễ 
góc với mặt () 
Ị 
| C.3x—y+2z=0 Đ.x—y—z+1=0 
‡ 


Hướng dẫn giải 

Ta có 2 mặt phẳng vuông góc với nhau khi tích vô hướng của 2 véctơ pháp 
tuyến bằng 0. Để tránh phải tính toán nhiều ta dùng chức năng phím CALC 
như saư: 
Ta có ø„ = (2;3;1) nhập biểu thức 2A + 38+ C—“*€-› A= 2, =~3,C =—1 
(A, B, C]à tọa độ tương ứng của các véctơ pháp tuyến trong đáp án A) được Ị 
kết quả 14. ì 
Tiếp tục nhấn CALC và chọn A=1,B =1,C =—5 ( là tọa độ tương ứng của 
các véctơ pháp tuyến trong đáp án B) được kết quả 0. Đáp án: B. 

2. Phím SHIFT+ CALC (SOLVE) 
Chức năng (SOLVE=SHIFT+CALC) là tìm nghiệm của phương trình bất kì 
trong một lân cận của x đã chỉ ra. 
Như chúng ta đã biết, phím MODE 5 giúp tìm nghiệm của phương trình bậcŸ 
2, bậc 3 và hệ phương trình 2 ẩn, 3 ẩn. Với ưu điểm quét toàn bộ các, 
nghiệm của phương trình dạng bậc 2, bậc 3. Nhưng nó có 1 nhược điểm; 
lớn đó là với các loại phương trình vô tỉ thì không giải được. Ỹ 
Bởi vậy, phím SOLVE giúp ta tìm 1 nghiệm hoặc xét sự tồn tại SEhiếmI của : 
1 phương trình bất kỳ. 


Ví dụ 1. Giao điểm M của đường thẳng (2) :Š— >1 = và 
(P):2x—4y—3z=~8 là: 
A. M{s-a2] 8. M(L12) C.M(7-1k-7)  D.M(5;32) 
Hướng dẫn giải 
x=4+t 
Phương trình dạng tham số của đường thẳng (4):‡ y=5—2/. __ 
sổ 5~1 ˆ 
2 
x=Á+/ 
. Ầ y=Š-2t 
Vậy giao điểm là nghiệm của hệ 5—1 
- 
2x—4y—3z=~—8 


Thay 3 phương trình đầu vào phương trình cuối ta được 

ị 2+4)~46~20~3.“+§=0 

ˆ Vậy thao tác chuyển đ về đạng tham số rồi nhập vào máy biểu thức sau 
= +§” và ấn [SHIET SOLVE], giá trị khởi đầu 
ả 


*2gPĐBETTT-”” 


'*2@+4)—4(6~2X)~3. 


X=0; với X chính là ẩn t. Ta được 


Của sở bật 


Ệ. l uG+4)-4(0-2X7< | 
+ lẺ Re 2S — lj 


Vậy X =1>r =1—=MG;3;2). Đáp án: Ð. 

hím MODE 7 ; 
Chức năng MODE 7 là tạo bảng giá trị của 1 hàm số y= ƒ (x). Từ bảng giá 
trị đó ta quan sát, từ đó: 
L- - Tìm nghiệm phương trình khi các đáp án cách nhau 1 khoảng không đổi; 
Í- Dự đoán tính đơn điệu của hàm số; ‹ 
Í `. Tính giới hạn; 
ÿ--- Dự đoán được min, max hàm số nếu có. 
(Ví dụ 1. Nghiệm của phương trình sỉn x + c0S x = cos? x là: 


lˆA.o HBẾ C.z h=2 
_, 2 2 


Hướng dẫn giải 


-'Nhận thấy các đáp án đều cách nhau 1 khoảng không đổi là 5 dẫn đến việc 
tạo bảng khá thuận lợi. 

Ÿ ‡ s 2 

Ta nhấn MODE 7 nhập hàm 'ƒ (X)=sin(X)+cos(X)—(cos(X)) 

Chọn giá trị khởi đầu START: 0 (là giá trị nhỏ nhất trong các đáp án) 

Chọn giá trị cuối END: _ giá trị lớn nhất trong các đáp án 


Bước nhảy STEP là Š (khoảng cách nhỏ nhất giữa các đáp án) 
[- Ta được bảng giá trị 
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Ví dụ 2. Giới hạn của hàm số lim 


Ví 


32 


| 
8|1«s5n10 
l3, IHI 


1 
5 


Quan sát thấy giá trị ƒ(x)=0 chỉ tại X =0= nghiệm của ƒ(z)= 
X =0. Đáp án: A. 
3+4" 


~ 


hà... 


Hướng dẫn giải 

= CALC rồi gái - 
hộ 

giá trị của X là 1 số khá lớn như X =200. Khi đó máy báo MATH ERROI : 

đây là 1 nhược điểm của Casio khi máy tính phải xử lý các dữ liệu số to đ 

tới hiện tượng tràn số máy không tính toán được. Như vậy ta cần chọn 

trị của X phù hợp trong phạm vi máy tính có thể tính được. 

Với tính năng của MODE 7 ta sẽ xử lý nhẹ nhàng bài toán này như sau 

3X +4# 

4*~ 

chọn giá trị khởi đầu START: 100 (do giới hạn khi x———>œ ) 

chọn giá trị cuối END: 200 

bước nhảy STEP: 20 


Nếu ta dùng chức năng của phím CALC thì nhập hàm : 


MODE 7 nhập hàm ƒ (X)= 


Ta được bảng giá trị 
FEEEOESEE DEN my TEEN TỰ 
h h rứa Ì Fúa ! 
| 8Ị.. lan | Š ERRù0E 
P.0)... .ERROR 
be SEc Si 0DRiihi-IRELIEBDILGRC DỤ H, Đi ciêU 


Quan sát thấy giá trị ƒ(X)=ltại X =100,120,140,160 => nỗ sĩ ị 
Ề 


Đáp án: 1. 
Nhận xét: Như vậy nếu sử dụng chức năng phím CALC thì nên gán X có gi 
trị<160, khi đó máy tính sẽ cho ta đáp án. 


dụ 3. Hệ số của x”' trong khai triển nhị thức 


† (“+z) =>ằŒx" _ biết tổng ba hệ số của ba hạng tử đầu tiên 
Ñy * ?=0 
trong khai triển bằng 56 là: 
-A,210 B.126 C.252 D.330 
t Hướng dẫn giải. 
ch 1: 
Trước hết ta cần phải tìm n dựa vào dữ kiện tổng ba hệ số của ba hạng tử 
đầu tiên trong khai triển bằng 56 © C? + C¡ + CC? =56 
-MODE 7 nhập hàm rœ)= XC0+ XC1+ XC2—56 
.;§TART: 3 
_END: 13 
. STEP: 1 
Ta được bảng giá trị: 


Ẻ: 


mm 


=5 ` 


¡ta thấy X =10= ?(x)=0=n=l0 
+ Để xác định hệ số của x?° 
Với cách thông thường ta cần tìm kthỏa mãn 


` 7k—4(0—k)=26 


x440~k) 
Giải phương trình trên ta được & =6 
_.Vậy hệ số của +” là C§ =210.Đáp án: A. 
Tách2: 


Để xác định hệ số của x?5 trong khai triển (z rủ} =Š CA x _ 0 Sang 


k=0 


Ta gán cho x=10 
¡Dùng bảng TABLE nhập hàm 10“ —— + Tưng , cho k chạy từ 0 đến 10 với bước 


J nhảy 1 
(X trong bảng được đồng vai trò là ) 


Khi đó ta được bảng giá tr 


Nhận thấy tại X =6 thì rữ)=i0* với cách gán x=10 thì Ƒ()=10ˆ 


tương ứng với x”. 
Như vậy k=6 = hệ số cần tìm là Cá = 210. 


_ 4, Tính tích phân 


* Hàm chúa giá trị tuyệt đối: *Hàm có mũ bậc cao: 
Lưu ý: Để ấn giá trị tuyệt đối ta Ví dử Cho tích phân 
dùng phím Shift + Hyp ( hàm Abs ) 11998312. 
Ví dụ: Cho tích phân 11998+x” +? 
3 # 
I =Í(Ix+1|~|x—2l)4x tiyBú #hÃrõ định đúng H 
1 A.7<1 B./>1998 Ị 
Giá 01 của Pmúci C.7> sướ LÍ 
199. 
kế ạ đượ c kết quả bê Casio như sau: Ta được kết quả trên Casio như sai 
ñ : HN. Mạ Làn 
2 1998116 TÚ: 
1 19o8+ce 
Eö..1:007900026 


5. Giải phương trình bậc 3 và hệ phương trình thuần nhất (2 ẩn, 3 ẩn) ' 
a) Phương trình bậc ba (MODE +5, 4) 
Ví dụ 1. Giá trị của m để đồ thị hàm số y = xÌ— 3x2 + 3mmx+ 3m + 4 tiếp xúc vị 

trục hoành là 


A. m=—3 hoặc m=0 B. m=3 hoặc m==1 
C. meÏ]R D. m=1 hoặc m= +3 Ỉ 
Hướng dẫn giải ' 


Để đồ thị hàm số y= ƒ (x) tiếp xúc với một đường thẳng đ: y = ax+Ð ị 
Thì phương trình ƒ (x)=az+b phải có nghiệm bội. 
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¡., vận dụng lý thuyết đó ta sẽ thử các giá trị của m trong các lựa chọn để tìm 

Ì - đáp án: 

£- Quan sát chọn các giá trị m xuất hiện nhiều nhất trong các đáp án, ở đây có 2 giá 

L .. trị m=~3 xuất hiện ở đáp án A và D, z =3 xuất hiện ở đáp án B và D, 

d. Với m=~3 ta có x`~3x'~33x~33+4=0ex=5,x=—l là nghiệm, 
¡.. chứng tổ 1 trong 2 nghiệm là nghiệm kép. Chọn đáp án A hoặc D. 

Với m=3 ta có x)—3x? +3.3.x+3.3+4=0œ x=l, x=23437 là nghiệm, 

¿ : suy ra phương trình không có nghiệm kép. Loại đáp án D. 

L- Đáp án: A. 

Ý b) Giải hệ phương trình 

| Hệ bậc nhất 2 ẩn (MODE+5, 1) 


: U,+2U,=7 

(Ví dụ 2. Cho cấp số cộng {U„} thỏa mãn: 4 3 "“”1 lá trị l 
_A ho cấp số cộng {U„} thỏa mãn. Liệu can giá trị của Ủ„; là 
¡A.20 B.29 C.19 Đ.11 

ì Hướng dẫn giải 

Ìˆ-. Đặt d là công sai của dãy số trên ta có Ù, =U,+d;U, =U,+24;U, =U,+34 
t 

Ỉ 3U, +24 =7 E % : 

: hệ 4d+20,=10 72 =2Ui =1=<>U\ =19. Đáp án €. 


Hệ bậc nhất 3 ẩn (MODE+5, 2) 
Ví dụ 3: Đồ thị hàm số y= 3ˆ + ax?+ðx+c đi qua 3 điểm 


A(0;1),8(1;—1), C(—1;3) thì phương trình của hàm số là: 


A.y=x?+4x+l B.y=z'+2xz?~—I 
Cy=x'+3x—1 D.y= x'—3x+l 
Hướng dẫn giải 
'- Thay lần lượt tọa độ các điểm A, B, C vào hàm số ta được hệ 
c=1 sơ 
a+b+c=~2 bằng cách bấm máy ta được a=0, ö=-~3, e=1, 
a-b+c=4 
Đáp án: D. 


¡ 6. Tính toán véctơ 


Một thực tế cho thấy việc tính toán các phép tính bằng véctơ đặc biệt trong 
không gian Øxyz dễ làm các bạn tính toán sai, Nên với chức năng trong 
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MODE 8 và SHIFT 5 sẽ giúp. việc tính toán véctơ như tính tích có hướng 
tích vô hướng hay độ dài véctơ trở nên vế đàng và 'có kết quả chính XÁC. 


đầu tiên ta nên nhập. là VctA (bằng cách bấm 1) hiến thị: 
1:3 22 
. 1:3: là véctơ trong không gian Oxyz 

2:2: là vệctơ trong hình tọa độ phẳng 0xy 

Nếu làm phép tính véctơ trong không gian thì ta bấm 1 và nhập các giá trị 
hoành độ, tung độ, cao độ cho véctơ A, 
Sau khi nhập véctơ A thì bấm SHIFT 5( VECTOR) 2 (DATA) để vào nhậ 
véctơợ: B (VctB). Nhập thêm véctơ C thì làm tương tự. : 
Sau,khi nhập hết các véctơ cần nhập thì bấm AC. _ 
Các phép toán trên véctơ bằng phím SHIFT 5 nó hiện ra DIM, VctA, VctB, VctQj - 
ĐOT, DATA, VctAns 

Phép cộng véctø: ta bấm SHIFT 5.3:VctA rồi bấm + rồi SHIFT 5 rồi bấm 

4:VctJ. Màn hình sẽ hiện thị: 
VctA+VctB 

` bấm = là ra kết quả, đó là VctAns, 

Phép trừ véctơ: tương tự phép cộng véctơ. 

Nhân vô hướng véctơ: Muốn, nhân vô hướng VctA và VctB thì nhấn 
SHIFT 5 3:VctA SHIFT 57:DOT SHIET 5 4:VctB. Màn hình sẽ.hiển thị: 
VctA-VctBVctA-VctB. 
bấm = là ra kết quả, đó là một số. 

Nhân có hướng véctơ: Muốn nhân có hướng VctA và VctB;ta thực hiện thao tác sau) 
SHIFT 5. 3:VctA (bấm dấu nhân):SHIFT 5 4:VctB.. Màn hình hiển thị: 
VctAxVctB 
bấm = là ra kết quả và tự động được gán cho.véctơ.VctAns. 

' VectAns thay đối. khi kết quả, của phép. tính véctơ (có. kết quả là véctơ) thay x80 

\s cũng nhụy-với VetA,và VctB:hay Vct€). Ị 
dụ muốn tính độ dài: lạ Vct4.thì nhấn ị 
Ị 


ïT'HVP. SHIFT 5.3:ctA }-màn hình hiển thị; Abs[VeEA) bấm phím = ra kết quả. 
Tính góc của 2 véctơ: Ta đã biết công thức tính góc của.2.véctơ là: 


Ỷ 
Bấm.SHIFT-€OS (( SHIET 5: 3;VetA.SHIET. 5:7:DOT SHIET 5.4:VctB ): 
((SHIET HYP:SHIET 5.3:VCtA ).x (: TT HYP:SHIET 5 4:VctB:))). ị 

ì 
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í dụ 1. Cho tứ diện 4BCÐ biết A(2:3;1), 8(4:1:~2), C(6;3;7), D(1;-2;2). 
'Thể tích của tứ điện 4ECD là: 
'A.140(8ðvtt) — H.70(đvtQ Œ T (đơtt) b. h (đvt) 
Nướng dẫn giải 
Ta đã biết công thức sau: W„.„ =a|I45,A€I-AP]| Œ® 
Gán AZ(2;~2;~3) cho VctA; Gán AC(4;0;6) cho VctB; Gần AÐ(—1; ~5;1) cho 
VctA 
70 
Kết quả ra là Ek Đáp án: C. 
Ví dụ 2. Cho các điểm A(~1,2;0),8(—3;;2), Œ(1; 2;3) 
a. Tìm khoảng cách giữá ÓA và BC L 
“b. Tính khoảng cách từ B đến đường thẳng OA. 
: Hướng dẫn giải 
|ö45eiØ8|_ ;s 


[oásej vo” 


[OA.Ó1 
b. 4CB,OA) -|J25I -_2V70. 
ai T2 

ự Ví dụ 3. Cho hai mặt phẳng (2): x—V2y+z—4=0; Œ:x+xy2—z¿=0. Góc 
£_ tạo bởi (Ø) và (Ø) là 

A. 300 B. 45° €: 60° D. 90° 
: Hướng dẫn giải 

Mở VctA gán (:—v2:1), mở VctB gán (: ⁄2;—1) Biểu thức hiện lên màn 
|- hình có dạngcos”|(Ve:A.VerB: (Abs(etA) Ẩbs(VctB))| 
_z: Kết quả là 60°, Đáp án: C. 
7. Tính toán số phức 


Để thực hiên các thao tác tính toán các số phức tà nhấn MƠDE 2 để vào 
môi trường phức. SHIFT 2 cho chọn - 


a. 4(OA, BC) = 


Ỉ 
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Ví 


Ví 
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Trong đó: 

1: arg: argument của số phức 

2: conjg: số phúc liên hợp 

3: Chuyển về dạng lượng giác của số phức 
4: Chuyển về dạng đại số của số phức 

Tùy vào những yêu cầu bài toán mà ta sử dụng các công cụ tính toán khác nhat 
Ngoài làm việc trong môi trường phức (MODE 2) thì ta có thể tính toán. 
trực tiếp qua 2 phím: 

Pol: tìm môđun và argument của 1 số phức Z 

Rec: để tính căn bậc n của 1 số phức z 

dụ 1. Tìm môäun và argument của số phức z=3+ 4 
Được kết quả: 


Am... 


:Po1(;4)- 
=ñ› Ø=53, 180102 


Chú ý môđun và argument bên trên sẽ được máy tính tự động lưu vào biết 
XvàY. : 
Bởi vậy sử dụng các công thức Moivre về dạng lượng giác lượng giác trongi:' 
số phức ta dễ dàng tính được căn bậc n của số phức z=3+4¿, nhờ chức 
năng của phím Rec 


ÿ MAN Ác 


ec(f› N 2 
x= 3 ve 1ˆ 
Như vậy căn bậc 2 của z= =314/là z=2+ỉ 
dụ 2. Số phức z mm 17 1í cDg có dạng đại số là: 
cos28” +sin 28” 
A. 1+i B.1—i cÝ2_342, b.12,12, 
2 2 2 2 
Hướng dẫn giải 


Nhập biểu thức trên Casio (chú ý các bạn cần phải vào môi trường phức j 
trước bằng cách nhập MODE 2). | 
Sử dụng ‹ các phép. TDẤN trongT môi trường phúc bằng nh 2) để giải " 


„ CHMPLX 
"gìn 7) ticosq12 " 
“60E128)41Sin S6” - ân rõ. 


.0:7071067812+0. +. 
Đáp án: D, 


_.1245 


ÿ¡ dụ 3. Cho z,,z; là hai nghiệm của phương trình x?°+2(1+?)x+5~10/=0, 


Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 
Ä. z; ti =—10+28i giiố ¿66+ Đ 
š Zy ãị 25 


G z2+2 =106—467 D, z;z¿+zzZ =—230+10i 
Hướng dẫn giải 
-Tìm nghiệm z¡,z; 


+Tính VA 
56A =đŒ+)?—5+10i =—5 +12¡ 
ử dụng chức năng Pol để tìm môđun Đệ argument của A 


.Pol(-5;12). = 
_r=13;8=112.6138+ 


- Sử dụng chức năng Rec để tính căn bậc n của A - 


|RecCfR› Y2) 
= 2,V= q 


Do ta đang cần tính căn bậc 2 nên nhập *x.Š nếu là căn bậc n thì ta sẽ 


nhập tÍX, = 
Vậy phương trình có bai nghiệm là 
z=—(1+i)+2+3 =1+2i và z¿ =—(1+?)—(2+3/)=~3- 4i 
Ta gắn z¡ — Á,ø¿ —>B 
Khi đó ta tính từng đáp án 
A. z2 +zZ =—10+28 được kết quả đúng. 
: : =R: 
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B. Ất T5 5% -_600+8i 
4% 25 
Được kết quả là 
à B CMPUX bỏ Mạth À 
8E 
Jj“. 
ch 


Vậy đáp án này sai. Đáp án B. 

Bài 2. Phương pháp tư duy loại trừ 
Phương pháp này có thể dùng cho mọi dạng bài. Đưa ra các tiêu chí để lo, 
bớt hai phương án trong lần đầu (có thể lần đầu loại 3 phương án) và lo; 


bớt 1 phương án cho lần thứ 2. Khi đó ta còn lại phương án cần tìm ho. 
tìm được phương án cần tìm sau 2 lần thực hiện tư duy loại trừ. 


Ví dụ 1. Phương trình mặt phẳng (P) đối xứng với mặt phẳng (R): 
5x—2y+7z+2=0 qua mặt phẳng Øxz là: 


A. —5x+2y~=7z—=2=0 B.5x—-2y—7z—2=0 
C.5x+2y+7z+2=0 D.—-5x—-2y—-7z+2=0 
Hướng dẫn giải 


Cách làm thông thường: 
- Tìm giao tuyến đ giữa mặt (R) với mặt (Øxz). 
- Lấy 1 điểm bất kì M thuộc (R), xác định điểm đối xứng qua mặt (0, Ạ) 
của M qua (Oxz) làM., 
-_ Khi đó mặt phẳng qua M' và chứa d là mặt đối xứng cần tìm. 
Cách giải nhạnh: 
- Nhận thấy 1 điểm .. bất kỳ khi lấy đối xứng qua mặt (0x2) thì được điển! 
ÁM'(x;—y;z).Ta lấy điểm AM (0;1;0)= Điểm đối xứng là 3Z' (0 ;—1 ;0). 
- Thay M°(0 ;—1;0) vào các đáp án thì chỉ có đáp án B và C thỏa mãn. 
~ Tiếp tục ta lấy 1 điểm khác X (1;0—1) = Điểm đối xứng là W' (1 ;0 ;—1). 
- Thay N'(I;0;—1) vào các đáp án thì chỉ có đáp C thỏa mãn. 
Đáp án: €. _ 
Vậy để giải quyết nhanh bài toán này ta cần biết: 


— 
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% dõ<cùaidoadmZfiekubors XỀS0 cebrtà 


+7 điểm Ä (x;y;z) bất kỳ khi lấy đối xứng qua mặt (Oxz) thì được điểm 
: đối xứng là M'(x ;—y; z) 
điểm 3 (+; y;z) bất kỳ khi lấy đối xứng qua mặt (0xy) thì được điểm 
lối xứng là M' (x ; y;—z) 

điểm M (x; y;z) bất kỳ khí lấy đối xứng qua mặt (Oÿz) thì được điểm 
đối xứng là M”(—x; y; z) 


ách chọn điểm thuận lợi để tính toán nhanh (thường chọn các điểm mà các 
thành phần tọa độ chứa nhiều số 0} 


lụ 2, Phương trình mặt phẳng ( Z) qua giao tuyến của hai mặt phẳng 
#,): x~2y+12z+3=0,(#,):x+3y~7z—2=0 đồng thời vuông góc với 
mặt phẳng (): 2 x+ y+5z—1=0 là 


A.x+8y—6z—-7=0 B.3x+4y—2z—1=0 
C.3x—y+172+4=0 D.2z+6y—~2z—1=0 
: Hướng dẫn giải 


Mặt phẳng(#) xác định bởi 2 yếu tố qua giao tuyến đ và vuông góc với mặt 
phẳng ():2x+y+5z~1=0 
ệc xét tính vuông góc giữa 2 mặt phẳng khá dễ dàng, ta chỉ cần xét tích vô 
hướng của 2 VTPT để lựa chọn các đáp án thỏa mãn yếu tố vuông góc, 
Loại đáp án A và C vì không vuông góc với 3. 
Giao tuyến của hai mặt phẳng (#,): x—2y+12z+3=0 
-.(@,):x+3y—~7z—2=0 có đạng hệ. 

cà. S7 P:ÊP TPEBMA 0 

x+3y—-7z~2=0 

- thỏa mãn hệ. 
Thay tọa độ 4 (—1;1;0)vào các đáp án B và D ta thấy B thỏa mãn nên chọn 
Đáp án: B. 


ta lấy 1 điểm thuộc giao tuyến, ñ⁄ (—I,1;0) là điểm 


Ệ T12 > 
©VÍ dụ 3. Cho hàm số #@)= “ Thang G20) Ẵ 


(a+x)e°* (Œœx<0) 
Tìm a, ø để hàm số có đạo hàm tại x=0. 
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Một cách khác: 


1 lễ 9: 1 
A.a=2.b=e B.a=-2,b 5 G.a=1,b E D.a=2,b R 
Hướng dẫn giải 
Để hàm số có đạo hàm tại x=0 thì hàm số phải liên tục tại x=0 
hay lim #œ)= Jm #Œœ) ©a=2 (loại B, ) 


Để tìm ra cụ thể b thì ta tính đạo hàm bên trái cho bằng đạo hàm bên phải j 


Ệ 
©b=1~ab ©ib=1~2b œbnõ . 


Đáp án: A. : 
Ví dụ 4. Giải bất phương trình: (2x—1)/2x—1+4+?+4x<3 
E) 1 x>1 
~“>x>a— 
A.|2””2 B|a.. 1 
M.-- si ly 
C. Vô nghiệm D. Đáp án khác 


Hướng dẫn giải 
Thay x= 5 vào bất phương trình ta thấy thỏa mãn, suy ra loại đáp án B và C n 
Tiếp tục chọn x sao cho 22x ~—1 là số chính phương và không thuộc đáp án A 


Thay + =1 thì bất phương trình không thỏa mãn vậy loại A. 
Đáp án: Ð. 


Từ điều kiện x >.Ì — O+—ÐN2zr1>0 
2_ |4x?+4x-3>0 
=Ox~UN2x—1+4x?+4x<3 
«©®(2x—ÐAÍ2x—1+4x? +4x—3<0 
IrElse =0 1 
<- <=<vt=—- 


4x?+4x—3=0 2 


nên bất phương trình có nghiệm duy nhất x= 0,5. Đáp án: D. 


lụ 5. Cho tam giác ABC có A(0;4), 8(—3,0), C0;4), gọi M là chân đường 
ân giác trong của A, Tọa độ của M là: 
4. 4 
C.|—~:—= 
(š-3) 


23) B. (#r) 
8.2 4 
k Hướng dẫn giải 


Chỉ có A, B thỏa mãn thuộc phương trình đường thẳng BC: 4x—13y+12=0 
Mặt khác, ta có thể vẽ hình ước lượng thấy rằng đáp án B nằm ngoài đoạn 


dụ 6. Đường tròn có tâm ở trên đường thẳng 2xz— y+1=0 và đi qua 
2 điểm M (;2) và N(2;3) có phương trình là: 


3Ý 5sỶ ° š 
A. x-T + Kng =3 B. (x—l”+(y-3) = 
C. (x+2)°+(y—3)” =16 D. (x+2)?+(y+3)” =25 
Hướng dẫn giải 


Thay tọa độ tâm từ các đáp án vào đường thẳng 2x~ y+1= 0= đáp án B 
và D thỏa mãn. 
Thay tọa độ M vào đáp án B, D. Đáp án: B. 

dụ 7. Cho x, y,ze lR sao cho x— y—z >3. Giá trị của min Ƒ = x?+4y? +z? là 
A. 4 B.8 €.2 D.10 

Nướng dẫn giải 
Áp dụng BĐT Bunhiacopxki 
(Œ?+4y?+ z)0+2+Ð >Œ—y—-z)?>(?+4y?+z?)>4. 

Đáp án: A, 
Với những bạn không biết cách áp dụng BĐT Bunhiacopxki thì ta có thể sử 
dụng cách loại trừ bằng việc chọn bộ (x; y; z) thỏa mãn điều kiện: 

Chọn bộ (1;—1;—1)— F =6=—loại đáp ánB, D. 

Khi đó việc chọn 1 trong 2 đáp án còn lại cũng làm tăng xác suất chọn đáp 

án đúng. 
ẹ dụ 8. Cho AAĐC với A(2;2) và đường cao xuất phát từ B, C có phương 
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trình 9x—3y—4=0, x+y—2=0. Phương trình đường cao kẻ từ đỉn| 
của tam giác là: ' 


A.5x_—-7y+4=0 B.7x-5y-4=0 
C.5z+7y—24=0 D. 7z+5y+24=0 
Hướng dẫn giải 


_ Cách loại trừ: Do phương trình đường cao kẻ từ đỉnh A = loại B, do tọa đi 
không thuộc 7xz+5y+24=0. Tìm tọa độ trực tâm H là nghiệm của lì 


9x-3y—-4=0 
J5 
Đáp án: A. 

x?—~3x+4 


Ví dụ 9. Cho hàm số LỆ Ta đồ thị (C). Tiếp tuyến của (C) 
%= 


3 (0;~2) cắt hai đường tiệm cận của (C) tại A và B, Tọa độ của A và B là 


A. A(n-Š “(sẽ B.A cử „3 sẽ 
3 2 2 2 
3 b) 
C.A —b~; |.B|k—Š D. A(1;-2), 8(—5;2). 
Hướng dẫn giải 
A, B phải thuộc đồ thị 2 đường tiệm cận của đồ thị là x— 2y =2 và x = l nên 
loại các đáp án A, B, D Đáp án: €. 


=r(Š) chỉ có phương trình 5x—7y+4=0 ởi qua 


ụ 
Ỹ 
Ề 
i 
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ài 3. Phương pháp tư duy đặc biệt hóa - tổng quát hóa 


hai cách tổng quát hóa là tổng quát hóa đề bài và tổng quát hóa đáp án. 
những bài toán có đáp án rất tỉnh vi thì phương pháp này tỏ ra rất hiệu 
ta cần vận dụng linh hoạt phương pháp này cùng với máy tính Casio 
lột số phương pháp khác để tăng tính ưu việt. 


BIỆT HÓA 


ong nhiều bài toán phức tạp, việc lợi dụng đưa bài toán đó về trường 
đặc biệt giúp việc giải quyết bài toán trở nên đơn giản và dễ dàng hơn. 
1. Tịnh tiến đồ thị hàm số y = x~3x lên 2 đơn vị theo chiều đương của 
tục Ủy ta được đồ thị hàm số nào đưới đây? 
y=~(x~2)—3(x—2) B.y=x°—3x+2 
Œy=—x?+3x ÐĐ. y=Œx+2)—3(x+2) 
Hướng dẫn giải 
n điểm @(0;0)thuộc đồ thị, tịnh tiến lên trên 2 đơn vị tức là điểm 
2) phải thuộc đồ thị mới thấy A, B thỏa mãn, 
Tiếp tục chọn điểm (1;—2) tịnh tiến được điểm (1; 0) thì chỉ có phương án B 
à hàm số y=xŸÌ —3x+2 
áp án: B. 
Tổng quát: Cho hàm y= ƒ (x) khi đó 
+ Nếu tịnh tiến đồ thị theo chiều dương Oy là a đơn vị thì ta được đồ thị hàm 
Số y= ƒ(x)+a; 
*+ Nếu tịnh tiến đồ thị ngược chiều dương Oy là a đơn vị thì ta được đồ thị ' 
hàm số y= ƒ (x)~a; 
+ Nếu tịnh tiến đồ thị theo chiều dương 0x là a đơn vị thì ta được đồ thị hàm 
; số y=ƒf(x+a); 
_ * Nấu tịnh tiến đồ thị ngược chiều đương. Ox là a đơn vị thì ta được đồ thị 
_hằm số y= ƒ(x¬a}- : 
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Ví 


Lưu ý: Với điểm M(xa,va) thì khoảng cách từ M đến 2 đường thẳng sau 


Ví 
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dụ 2. Cho họ đường thẳng (4„): (I—mÊẺ)x+2my +mẺ —4m+1=0. 
Khi tham số m thay đổi, (2„) luôn tiếp xúc với một đường tròn € cố định 
€ có phương trình là: 


A.(@œ—=1?+y? =l B.zxz?+(y—l)? =1 
€.x?+(y—2) =1 D.(x+Ð?+y? =1 
Hướng dẫn giải 


Nhận xét: Cả 4 đáp án đều có #=1 nên 2(7;đ) =1 với I là tâm đường tròi 
Đặc biệt hóa: Cho =0, khi đó phương trình d là x+1=0 

Khi đó ta xét khoảng cách từ tâm I của đường tròn trong 4 đáp án. 
Nếu khoảng cách đó không bằng 1 thì ta loại. . 

Với đường tròn (x—D? + y? =1= /(10)= 2(1,43)=|I+l|=2#1 
Với đường tròn x?+(y—U? =1=/(0:1)=2(1.4)=|0+1|=1 

Với đường tròn x?+(y~2) =1=1(0;2)= 4(1.đ) =|0+1|= 

Với đường tròn (x+I)? + y?=1=!(—I;0)=4(1,4) =|_-1+1|=0#1 


Như vậy ta loại đáp án A, D. 
Tiếp tục cho zm =1, khi đó phương trình d là: y—1=0 


Với đường tròn x?+(y~U? =1=> I(0:1)=> 2(1.đ) =|L—I|=0#1=> loại B 
Đáp án: C, 
(A)):x+z=0 =4(M,A,) =|xy +a| 
(A,): y+b=0 = đ(M,A,)=|xạ +Ð| 


dụ 3. Đạo hàm cấp n của hàm số y= = l: 
—x 


Ị ! Ị | 
A.yt=-—PI Muye-—L_ 0 „ĐT G@+Ðt 
Œœ-P" (x~U”" Œœ-?" Œœ-UD 
Hướng dẫn giải 
Nếu làm trực tiếp bài toán này thì nó sẽ T khó khăn, nhưng dựa vào 


đáp án ta chỉ cần xét đạo hàm cấp 1: y'= q +) 


Thay ø =1 vào 4 đáp án để xem đáp án nào vững với (*) ta được ngay 
Đáp án: B. 


Chú ý: Nếu thay „=1 mà có nhiều đáp án thỏa mãn thì ta tiếp tục xét đạo 
hàm cấp 2 rồi thay ø =2 khi đó sẽ loại bớt được các đáp án. 
Ví dụ 4. Giá trị của a, b, c để. ƒ(x) = ax? + bx+c có đạo hàm ƒˆ(x) thỏa mãn 


ƒŒ)+Œ=Dƒ'Œœ) =3 2 là: 


A.z=b=c=l B.z=ð=l;c=-—l 
C.a=—l;b=c=l D.a=z=c=~—l 
Hướng dẫn giải 


l Thay x=Ita có: ƒ()=3=a+b+c 
Đáp án: A (vì cóø+b+c =3). 
Nếu làm khó hơn bài toán bằng cách thay đáp án D thành D.a=b= 2,c=-I 
thì sau khi thay x=1 sẽ còn 2 đáp án A, D. 
Khi đó ta sẽ thay ngược lại đề bài để tìm được đáp án đúng 
Với a=b=c=l ta có ƒ(x)=x? +x+1=>/'(z)=2x+1 
Đáp án: A. 
(be 
Ví dụ 5. Cho tích phân 1= ƒ Sỉn xảx,;:c Ñ, Giá trị của 1„ theo n là: 


na 
A.1,=2(-<0"" B.7,=2(0) 
C.1,=2(-D" Đ.7,=2(—1)? 
Hướng dẫn giải 
Tính được 7„ =—cos x| =~cos[(+1)Z]+ eos(nz) 
Thay „=0 thì 7, = ~cosZr+cos(0Z) =1+1= 2. Loại A, B 
Thay œ=1thì 7¿ =—eos(2Z) +cos(Z) =—1—1=~2. Loại D 


Đáp án: C. 
Ví dụ 6. Cho hình chóp S.ABC có 5A, AB, AC đôi một vuông góc. Gọi M nằm 


trong mặt phẳng(S8C). Gọi 44,đ3,,d, là khoảng cách từ M đến các mặt 
phẳng (ABC),(SA8),(SAC). Khi đó 


& hết vi  T giết ciỗi g5 vị 
5A4 AC AB 2 5A AC AB 
Cấn} 2á cụ BÊ vô cổ c7 
AC ”AB ` SA AC “AB "SA 2 
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Hướng dẫn giải , 
Đặc biệt hóa, ta cho điểm M trùng với S (vì M có thể là bất cứ điểm nài 
trong mặt phẳng (S5€)) khi đó d; =đ, =0, đ.=AS thay vào các đáp án t 


6A 0 0 
thấy đáp án B thỏa mãn “^+——+—— =1, 
⁄ p ân lỚa mãn SA AC AB 

Đáp án: B. 
II. TỔNG QUÁT HÓA 


Đặc điểm bài toán có thể dùng được phương pháp tổng quát hóa: 

-_ Khi đề bài dạng các đáp án có cấu trúc tương tự nhau. Qua cấu trúc đó tạ 
tổng quát hóa đáp án, 

-_ Đôi khi ta còn tổng quát hóa đề bài để suy ra dạng của nó, 


h 
Ví dụ 1: Tích phân 7 = [e`“*4x có giá trị bằng: 
0 


A.2(?+ø) B. 2e?°+1 €.2e(+2) D. 2(?+I). 
Hướng dẫn giải 

Thông thường ta sẽ dùng máy tính:Casio.tính tính phân ï; rồi so kết quả với 

các đáp án bên đưới, Với cách làm này ta nên dùng 2 máy tính, một máy để 

tính tích phân, máy còn lại dùng tính các đáp án đưa về dạng số thập phân 

để so sánh kết quả gần nhất. 


ụ 
Ta có 1 = [e'“*4x ~16,778 
0 


Cách 1: Có 2(e?+e)~10,107; 2e? +]=~ 15,778; 2e(e+2) ~ 25,65; 
2(?+1)~16,778 
Đáp án: D. 

Cách 2: Thấy dạng tổng quát của đáp-ánlà 2(e? + X) 
Nhập biểu thức 2(e? + X) vào máy tính và nhấn phím CALC, khi máy hỏi X=? 
thì lần lượt thạy X bằng 2e, 1; 4e, 2... và xem tại giá trị nào của X cho ra 
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ch 3. Viết lại các đáp án 
A. 2c?+2e B.2e?+l C.2e?+4e D. 2e?+2 
Nhận thấy các đáp án đều chứa 2e? khi đó ta tính 

4 


J= Ị e“~*3x —2e? 

Nếu kết quả là 1 thì chọn B 

ếu kết quả là 2 thì chọn D 

Nếu kết quả không là số đẹp trên thì sẽ là A hoặc C. Khi đó ta tính tiếp bê 
Nếu ra kết quả 2 thì chọn A, nếu ra kết quả là 4 thì chọn C. \ 


Đáp án: D, 
dụ 2. Cho tam giác ABC có A(-5;6), (-4;—1), C(4;3). Tâm 7 của đường 


10:3) B./C3) — C.7;—) Ð. /(-1;-3) 
Hướng dẫn giải 

Tâm đường tròn ngoại tiếp thỏa mãn 7A = IB=/C. Gọi 7 (x; y) ta có 
1A? =18° ©œ(x+5)`+(y—6}` =(x+4}) +(y+UŸ 

c© (x+5} +(y—6'—(x+4}°~(y+1} =0 
Nếu I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác thì các tọa độ của nó phải thỏa 
ãn phương trình trên, bởi vậy ta chỉ cần thử tọa độ của I trong các đáp án 
bằng cách dùng Casio nhập hàm: 
(X +5)? + ~6—(X +4)?—(Y+1)?—S4©—› 
Thay các bộ (X, Y) bằng tọa độ I ở mỗi đáp án, thấy với 7(—1;3) thì 
(-1+5)?+(3—6)?~(Œ—1+4)?—(3+1)? =0 


1A? =IC? hoặc 1B? =!C? để chọn được đáp án cuối cùng. 
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Ví dụ 3. Phương trình tiếp tuyến của (C):(x—3}Ï+(y+4)” =169 tại 
A(8;—16) thuộc (C) là: 
A., 5x+12y—232=0 B. 5x—12y+232=0 
€. 5x+12y+232=0 D. 5x—12y—232=0 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: Thay tọa độ A(8;—16) vào 4 đáp án loại những đáp án không thỏa .. š 
mãn là các đáp án A, B, C. Vậy, chọn đáp án D. 


Nếu có nhiều đáp án thỏa mãn ta xét thêm yếu tố IA vuông góc với tiếp 
tuyến ở cách 2. 


Cách 2: Cho véctơ IA vuông góc với tiếp tuyến (với 7 (3;—4) là tâm đường tròn ( 
Cách 3: Sử dụng tính chất 4 (1,đ) = R =13. 
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Bài 4. Tư duy truy hồi 


rong các bài toán như tìm tập xác định, tập giá trị, tìm min - max với các 
p án được cho đưới dạng khoảng, đoạn. Ta sẽ mất khá nhiều thời gian với 

hững cách giải thông thường, bởi vậy bằng việc lợi dụng các đầu mút của mỗi 
hoảng, đoạn ta có thể tìm được đáp án một cách nhanh chóng và dễ dàng hơn. 


ụ 1. Hàm số y=xÍx—x° có tập giá trị là: 


› [s4] B. [0;1] Œ |» D. [0,2] 


Hướng dẫn giải 


đàm thông thường: Việc tìm tập giá trị với các hàm liên tục, thông 
ường ta đi tìm min - max của hàm. 
ập xác định: 2 =[0;1] 


sẽ xét xem đầu mút nào sẽ thuộc tập giá trị (Một đầu mút a thuộc tập 
á trị khi và chỉ khi phương trình Vx—x? =a © x—x =4? có nghiệm 
thuộc tập xác định). 
Ta sẽ thử lần lượt từ giá trị từ lớn đến nhỏ 
Với øz= 2, dùng máy tính Casio bấm MOĐE,5 3 (giải phương trình bậc 2) 


2 


—x+4=0—— vô nghiệm 
Với 4 =1, dùng máy tính Casio bấm MODE 5 3 (giải phương trình bậc 2) 
+~x+lI=0—— vô nghiệm 
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Với a =; dùng máy tính Casio bấm MODE 5 3 (giải phương trình bậc 


END:1, STEP: 0.1 
Khi đó quan ả 


'Cửa 
kh Kế 
D Bế là | 
H n3 MAH 
fÌ- .BEÌD.NB5R 
.5 
Dễ dàng dự đoán min = 0,max =z: 
Đáp án C. 
Ví dụ 2. Hàm số y=vx—1+243—x có tập giá trị là: sộ 
A. [42;x5 ] B. [2:25] c.[22;3] b.[x⁄2;vIo] 


Hướng dẫn giải 
Với cách thông thường ta đi tìm min ~ max trên khoảng tập xác định [1; 3] 


1 1 
'=——=—=--7=— = 0 © 2\Jx—l—x43—x=0 
W 2ýx~1 v3—x l 


Dùng Casio nhập hàm 2VX —1—xJ3— X —##tŒ#C.X=L„ v “š 


ta tìm được nghiệm + =§ 


Tính y(1)=2⁄2,y(3)=42, +(§)=vs = Tin y= Ý2,max y=+/10 
Đáp án: D. 


Dùng tư duy truy hồi: 
Từ các đáp án ta chọn các đầu mút của các đoạn và sắp xếp chúng theo th 


tự tăng dần 
' A2 —-J5 — 2A2 —› 3 —› ^Í10 —› 2Í5 
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sẽ xét xem đầu mút nào sẽ thuộc tập giá trị (1 đầu mút a thuộc tập giá 
khi và chỉ khi phương trình a =⁄x—1+2\3~zx có nghiệm thuộc tập xác định). 
sẽ thử lần lượt từ giá trị từ lớn đến nhỏ 

ng Casio nhập hàm Ax-1+23—x-a 

a=2A5 ta có phương trình Xx—1+23—x~25 =0 vô nghiệm 

ới a= x10 ta có phương trình 4z=1+2x/3=x—10 =0 có nghiệm 


3. Hàm số y =£””"* có tập giá trị là: 

Ạ. [0:#2) B. (0;4/2 ] €. (0:x/2 | D. (0;v) 
ụ Hướng dẫn giải 

h làm thông thường 


6 y'=(-2x+1)e””” =0 © = 


Ta có bảng biến thiên: 


v 


v 


Đáp án: B, 
ùng tư duy truy hồi: Tu sắp xếp theo thứ tự tăng dần các đầu mút 
Do biên trái của các đáp án là 0 nên ta sắp xếp biên phải theo chiều giảm 
1 1 

ve=e3 ¬ f2 =e 

+ 1 
Với ø? ta được e2? =e””?” œ 3= —x?+x phương trình này vô nghiệm. Ta 
oại đáp án C, D. 

—Ẻ3x 


Với x=0 ta được 0=£ 
Đáp án: B. 


(vô nghiệm) nên loại A. 
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Chú ý: Nếu khi ta thay vào mà tất cả phương trình đều vô nghiệm lúc nị 
chưa thể kết luận được gì và phải chuyển về giới hạn để tìm cận trên và c; 
dưới của hàm số. 
Ví dụ 4. Cho hàm số y = x°~ (m +1) x? —(2m? —3m + 2)x+ 2m (2m =1). 
Giá trị của m để hàm số đồng biến trên [2,+œ) là: 
A.m<5 B.~2<m<Ổ C.m>32 Đ.m>—Š 
Hướng dẫn giải 
Ta có: y'=3x?=2(m+1)x—(2m? — 3m +2) 
Để hàm số đồng biến trên [2;+ee) thì y'>0,Vx [2;+ee) 
Với cách thông thường sẽ phải xét 
3x? ~2(m+1)x— (2m? =3m +2) >0,Vxe [2;+ee) mất nhiều thời gian. 
Dùng tư duy truy hồi: 
Sắp xếp các đầu mút đáp án: —2 —› -Š “ào 2—5 
Với giá trị nào của m làm cho phương trình y' = 0 vô nghiệm hoặc có 
nghiệm <2 thì giá trị m đó sẽ thỏa mãn (do y' có hệ số của x? là 3 >0 nê 


> 
nếu y'=0 có nghiệm x,,x;(+, <zx;) thì TM vậy để 
x<z 
y'>0,Vxe[2;+e) thì x; <2) 
dấu của y' + = + 
——— 
x1 x3 2 
x=2 
Với m=—2có y'=0 © 3x? +2x—16=0 © 8—— thỏa mãn, loại 
x=—_ 
3 
đáp án C, D, 
x=2T~T : 
Với m = 5 có y'=0 © 3x*—12x—~37 =0 œ An => không thỏa mãnˆ\ 
x=2+-=>2 3 
v3 


Đáp án: B. 
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c bạn có thể thử với == = để thêm phần chắc chắn 


x=-l<2 


ới có m=~Š, y! =0 8Ê+x+11=<0 2__ —› thỏamãn. 
x 


í dụ 5. Giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của hàm số y =xÍx° ~6x là: 
C.0và 3 D. 2 và 6 


Hướng dẫn giải 

ập xác định: D= (—=;0]U[6;+s) 

4 có nếu ø là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số thì điều kiện cần là 
xj2~6 =a có nghiệm thuộc tập xác định. 

ét phương trình2Íx°—6x ==0©x=0, x=6 vậy 0 là giá trị nhỏ nhất của 


àm số. 


A.0và9 B. 1 và 3 


viễ=6x=9+x=3+34/10£ D, vậy 9 không là giá trị lớn 


ét phương trình 
nhất của hàm số. 
Đáp án: C 
dụ 6. GTNN và GTLN của hàm số ƒ (x)=2#” —123?+18x—10 trên đoạn 
[04]là 
A.-10và-2 — B.1và3 C. T10 và 8 D.1và8 
Hướng dẫn giải 


Phương trình ƒ{x)=—10 © 2x —12x? +18x—10=—10 
œx=0,x=3e|0;4]=-—10 là GTNN 
Phương trình ƒ (x)=8 © 2z” ~123” +18x—10=8 

x>~4,4e [04] 8 không là GTLN 


Đáp án: A. 


Ví dụ 7. Giá trị của x để tại đó hàm sốy=x°—3x°—9x+28 đạt GTNN trên 


-Á.1 B.3 C2 D.4 
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Hướng dẫn giải 
Dùng máy tính Casio nhập hàm X?—3X”—9X + 28—<, 
Ta gán X bởi các giá trị mà đáp án đã cho, chọn đáp án tương ứng với X 
GTNN 


X=Il1—›]l7 X=3—>l] 
X=2——óõ X=á4——> 
Chọn đáp án B ứng với X =3. l 
Đáp án: B. 
Ví dụ 8. Tập xác định của hàm số y =./log,(xÌ+1)log,„x—2 là: 
A, D=[2;+s) B.D=[l+e) C.D =[0;1] D.D=R 
Hướng dẫn giải 


Dùng tư duy truy hồi: 
Sắp xếp các đầu mút đáp án: 0—>1—>2 
Ta có điều kiện xác định của hàm logarit log, y, là x> 9, y>0,x 1. 
Dễ thấy với x=0,x =1 thì log,(+) +1) không xác định. Loại đáp án 8, C, 7Ö) 
Đáp án: A. 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
+ (x+D 


2 


1, Hàm số y= có tập xác định là: 
¬ ) 


- HH 
A. D=[-I;3] B. D=@,5] C.D=[-L5\{]} D.Ð=[-1 
2. Nếu 0<x<1 thì giá trị cực đại của hàm y |, (2m là: 
1000 
A.4 B.9 C.25 D.100 
3. Bất phương trình log, loga (® —9) <1 có nghiệm là: 
A. x<log;10 B. x>log;10 €. x>log,10 D. xlog, 10 
4. Bất phương trình3”"* +(x2—4)3”2 >1 có nghiệm là: 
A, D=[2.+<) B.D=(-=;-2] 
C. D=(T—s;—2]©[2;+=) D. D=[-2;2] 
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th 


Ố y=va có TXĐ là: 
làm số y TT 


„ (—=;—1) [0;+e) B. (—es;~1]t©2(0:+e) 


:Œi(-1;0] D. [—1;+e) \{0} 


làm số y =5cos2x—~12sin 2x có tập giá trị là: 
.[-12:5] B. [—5;12] C. [—13;12] D. [—13;12] 
àm số y=cos2+ nghịch biến trên đoạn: 
L4 37 
0— B. |0;— C. |0;Z D. |—Z:;Z. 
[s2] [s#] Ioz] [z2] 


B. Các khoảng l: it |À cZ.,k>0 


€. Các khoảng (k2, +k2Z),k< Z 


C.x>2 D.0<x<42. 


ĐÁP ÁN 
.C ]J2B ]|3€ |£C [5A [6B |7.A [8C [9B | 


Chú ý: Bài 3. C, hướng dẫn: Thử với x bằng 3 giá trị 
x=log; 10, x > log; 10, x < logạ 10. 


A.x>0 B.x>2 


Bài 5. Phương pháp tư duy ước lượng 


I. LÝ THUYẾT 
Phương pháp tư duy ước lượng có tác dụng lớn đối với loại bài toán tín 
giá trị, so sánh giá trị trong các phần như tích phân, lượng giác, giá trị min-maw 
hình học Oxyz, hình học Oxy và hình không gian. Đôi khi có sự biến đổi kế 
hợp với ước lượng. Nếu dùng được phương pháp này thì sẽ làm bài rẩ 
nhanh vì chỉ thực hiện các phép biến đổi nhẹ nhàng hoặc thậm chí khôn 
cần đặt bút. 


Ví dụ 1. Cho (C):y= = 0x0). Đường thẳng nào sau đây không là trụ. 


đối xứng của đồ thị Năm. số trên: : 
A.y=a-z B. y=x+2 C.y=2x+l D.y=x+2 
Hướng dẫn giải 

Ước lượng: Trục đối xứng của hàm phân thức là đường phân giác của 
2 đường tiệm cận. Mà (C) có 2 đường tiệm cận là y=zz và x= —m nê 
đường phân giác phải có VTPT là (1;1) hoặc (1;—1). Vậy đường y=2x+ 
không là trục đối xứng của đồ thị. 
Đáp án: C. 

+°+x?—2x+l 


Ví dụ 2. Cho hàm số y= 
x+1 


. Số điểm trên đồ thị hàm số mà tọa đi 


của chúng đều thuộc Z.* là: , 
A.2 B.3 G.4 D.0 
Hướng dẫn giải 
Cách thông thường: Với những hàm số phân thức có bậc của tử lớn hơn b 
của mẫu thì để tìm tọa độ nguyên ta cần thực hiện phép chia đa thì 
3 = 
=5 +x2 2x11 _ 2 2. 3 
x+ x+ 
khi đó để ye Z © (x+1) thuộc Ư(3) ={—3;—~1,1:3}. 
Với x+1=1=>x=0£ Z——>loại 
Với x+l1=3=x=2= y=3——> nhận 
Với x+l=—l— x=-2— y=-l——› nhận 
Với x+l=—3=>x=—4= y=13——>nhận 


Vậy có 3 điểm thỏa mãn. Đáp án: B. 
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ước lượng: Với cách này ta không cần phải chia đa thức cụ thể, chỉ cần 
iết khi chia đa thức thì y sẽ có dạng xe. khi đó để y nguyên thì 
hì (x+1)< Ư(a), do 1 luôn là ước Ư(a) khi đó có x+1=1=x=0, 

ặt khác dùng Casio bấm xŸ +x?—2x+1=0 thì luôn có nghiệm lẻ. Vậy với 
+ Z thì y #0 = số điểm thỏa mãn yêu cầu luôn là số lẻ. 

áp án: B. 

lụ 3. Cho đường cong y-S=(©) , Tập hợp các giá trị của m để đường 


ăng d:y =—2m cắt đường cong tại 2 điểm phân biệt: 

me (—œ;2) 2(3;+œ) B. me (1;2) 

am e (—œ;3) Ð. me (—;1)t2(3;+ee) 
Hướng dẫn giải 

thông thường: Xét phương trình hoành độ giao điểm 

?—3 

x+2 

ế d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt thì phương trình (*) phải có 2 nghiệm 

ác —2 

Ptwcerb le 


=-2m «&© x?—3=-2mx—4m @ x? +2mx +4m —3=0(*) 


(_2)` +2m(—2)+4m~—3#0 X32 bực luan 
:Đáp án: D. 

lừng ước lượng: Dựa vào dạng đồ thị thì khi m tiến đến 
vô cùng thì đường thẳng d luôn cắt đồ thị tại 2 điểm 
phân biệt (đồ thị chỉ cần hình dung không cần phải 
ác định chỉ tiết), loại đáp án B, C. 

Còn A, D thì thử m bằng 1 giá trị thuộc A nhưng không thuộc D dùng Casio 
tìm nghiệm 

x?~3+2m (x+2)=0,ấn máy với giá trị m = 1,5 thấy vô nghiệm, loại đáp án A 


Đáp án: D. 
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1 
Ví dụ 4. Cho I, = | x"e *dx, ne Ñ*. Hệ thức đúng là: 
0 


A.T„=nH, €.1..,=(n+1)I, 
B.I.,= - +(n+DI, D.1,.=(n—DI, 
Hướng dẫn giải 


Ta thấy nếu đáp án A, C, D đúng thì _ sẽ là số nguyên (vì n là số tự nhiên) 


Vậy ta thử thay tại n=1, bấm máy 3 lần tính 1,„ 1, ấn và thấy h kh 


4 
nguyên nên loại A, C, D. 


Vậy đáp án đúng là B (cẩn thận hơn nữa: Thử lại thấy I, = = +21, là đúng) 
e 


Ví dụ 5. Số cặp điểm A, B trên đồ thị hàm số y = xŸ + 3x? + 3x~1 mà tiếp tu 
tại hai điểm đó vuông góc với nhau: 
A. Vô số cặp B.1 cặp C. Không tồn tại D.2 cặp 

Hướng dẫn giải 

Dựa vào dạng đồ thị ta có kết luận cần chú ý sau 
+ Với hàm bậc 3 khi y“=0 có 2 nghiệm phân biệt thì tồn tại vô số cặp đi 
(A, B) mà tiếp tuyến tại 2 điểm đó vuông góc với nhau. 
+ Với hàm bậc 3 khi y“ = 0 có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì không tồn 
vô cặp điểm. (A, B) mà tiếp tuyến tại 2 điểm đó vuông góc với nhau. 
Với lý thuyết trên ta có y' = 3x? +6x+3=0 œ 3(x+1)”=0 
= y`=0 có nghiệm kép. Đáp án: €. 

Ví dụ 6. Cho 2x+3y = 10. Giá trị lớn nhất của P= x?y? là: 


A.32 B.55 C,28 
l Hướng dẫn giải 
+ v 25 125 
Ước lượng: Cho x=y =2 thì P=32 và cho 2x=3y =5 thì TIN TY. 


thấy max P > 32. Loại đáp án C, D. 
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10-3y _.p_10~3ÿ vs 
2 2 


10-3X 
2 


Casio nhập hàm %)~[ )x —55, sử dụng chức năng CALC 


ý: 0< y<< thấy không có nghiệm trong khoảng đó=—= max P= 32. 


án: A, 


n thấy các phương án đều là số tự nhiên nên max P thường đạt được 
x cũng là số tự nhiên. Lợi dụng điều đó ta lập bảng TABLE 


3 
ới f(X) -x(8) , START: 1, END: 20, STEP: 1 


ï đó quan sát các giá trị trong bảng 


hả | !5.58E | 
3 3 


EÍ-4 
81.333 
áp án: A. 
tụ 7. Cho tam giác ABC có A(2;3), B(0;1), C(6;—1). Tọa độ điểm nào sau 
đây là chân đường phân giác ngoài hạ từ đỉnh A xuống BC? 


: (z‡} B. (—6;3) C. (—5;~2) p. l§¬) 


Hướng dẫn giải 

Gọi D là chân đường phân giác ngoài hạ từ A xuống BC. Khi vẽ tọa độ A, B, C 
:_ trên trục tọa độ ta thấy D chỉ có thể nằm ở góc phần tư thứ 2, với tung độ 
: dương và hoành độ âm. 
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Cách khác: Gọi E là giao điểm AC với Oy, khi đó đễ dàng kiểm tra tam giác AB 
cân tại A, khi đó phân giác ngoài góc A sẽ song song với Ox => y,=y,=3 


Đáp án: B. 


Ví dụ 8. Cho tích phân I= Than [ám Với mọi m thỏa mãn 0< m <1 thì giá trị I: 


A.I>0 B.I<m CI>m D.I<1 
Hướng dẫn giải 
f(x)>M 

Định lý I= k& )dx mà lim trên đoạn [a:b] 

I>M(b~ 

t8) (b>a) 
I<m(b-a) 
sự 

Ta có ST ¬ †<1,vxe (0; )=Ïm sỉ x< 1.(m~0)=m.. Đáp án: B. 


Ví dụ 9. Tìm số nghiệm của phương trình sinx=Š với điều kiệ 


A.2 B.3 C.4 D.5 
Hướng dẫn giải 


Ta có số nghiệm phương trình sinx =Š chính là số giao điểm của 2 đồ thị 


= Và y =sinx 
bẢ 3 Ỹ 
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o đồ thị sinx có dạng sóng và cứ sau chu kì T = 2£ lại lặp lại hình dạng 


khác x-|-5 5| ừa đủ 2 chu kì, nên đường thẳng vã sẽ cắt 


inx tại 4 điểm 
áp án: C. 
khác: Sử dụng bảng TABLE nhập hàm f(X) = sinX-Š 


a quan sát số lần mà giá trị f(X) đổi dấu đó chính là số nghiệm của 


hương trình. 
lụ 10. Cho mặt cầu (S) tâm I{0;—1;0) giao với mặt phẳng 


P):x+2y +z=4 theo đường tròn có bán kính bằng x3. Điểm nào sau 
ây thuộc (S)? 
(0;-1;3) B. (1,1;0) €. (2;0;1) Ð. (—1;0;—2) 
Hướng dẫn giải 
ể điểm M thuộc (S) thì IM > d(1,(P))= x6. Thử các đáp án ta thấy chỉ có 
lểm M(0; -1;3) là thôa mãn. Đáp án: A, 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
Phương trình log„x+2log;x—2—log; x.log;x=0 có nghiệm là: 


vẽ x=2 B. x=1l c x=4 P. x=5 
x= x=6 x=7 x=4 


Phương trình 3.3!*+2,32⁄+1-2 ~ o1? =0 có nghiệm là: 


K.- x== Krị = 
2 0 MERDT B. n c|*”2 ni 
x=1 x=2 x=2 ng 
H4 
Nghiệm phương trình x? +x+12⁄x+1— 36 =0 là giá trị thuộc khoảng: 
A. (-3;0) B. (—1;2) €. (2;4) D. (3;5) 


63 


: 


4. Bất phương trình . +Xx—1—⁄3x—2 <0 có nghiệm là: 


V4x+1 
A. NIP: B.2<x<3 c—1«x<2 D.1<x<2 
h2 4 


5. Bất phương trình log,(4* +4) > log, (22! —3.2*) có nghiệm là: 
bị 5 


A. xe[2;+=) B. xe[2;5] C. xe(1;5] D. xe(—œ;3 
6. Bất phương trình khe bnkc. <2 cónghiệm là: 
x= 
x>1 
A. cua, B. 3a €. đụ} D. 1 
24 4 2 x<= 
2 
2x=y°+y—1 
7. Hệ phương trình + Mã Ỷ có nghiệm là: 
2y =x”+x—1 
1~x3 1-3 1~x5 1—v5 
xe 5 Xu rn x= 2 x=— 
A. 8. C. D. 
-=I+3 -1+43 -1-5 ~1+#5 
7 nh y 2 l 22 y 2 
2x-3y =1 
8. Để hệ 8x 7 có vô số nghiệm thì m có giá trị là: 
——+4y=m 
3 
A.-1 B. = €. É D.1 
3 3 
xt—y? =8 
9. Gọi (x¿; yạ) là nghiệm của hệ , Khi đó 
S00 log,(x+2y)—log„(x—y)=2 
xs+>¿ bằng: 
A.1 B.5 C.10 D.25 


ĐÁP ÁN 


1,C 2.B 3.C | 4.D | 5,A 6.C 7.,C | 8.B | 9.B 


s4 


Bài 6. Tổng hợp công thức 5 giây 


SỐ THỂ TÍCH 
ng thức 1.1. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A“EC có thể tích là V, khi đó 


thể tích của tứ diện tạo bởi 4 đỉnh bất kỳ trong 6 đỉnh trên có thể tích là ` : 


ụ 1. Khối lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích bằng V. Khi đó, thể tích 
hối tứ diện ABA“C bằng: 


V 2V 3V V 

ca B. —— C— D.— 

¿ 2 3 4 3 
Hướng dẫn giải 


heo công thức 1.1, chọn đáp án: D. 
ụ 2. Khối hộp ABCD.A'B'ŒĐ' có thể tích V. Khi đó, thể tích khối tứ diện 


CB'D' bằng 
LÝ m.x c3y p.2V 
3 2 4 3 
Hướng dẫn giải 


" 


“ L5 
Nhận thấy: 
Vựcpp:= Vựncp.A'B'C'D' —WjAsp' ~Yccpp: — Vh.apc — VpiApc 
1 4, 1 Ñ 1 à 
v~>V->V->V-~V==V. 
6 s 6 M 6 M 6 * 3 
áp án: A, 
g thức 1.2. Cho hình chóp S.ABC. Trên 3 đường thẳng SA,SB,SC lấy ba điểm 
A;B; C' khi đó: 


W;„„c- _ SA-.SB'.SC' 
Vu SASBSC 
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Ví dụ 3. Cho tứ điện ABCD. Gọi B” và CŒ' lần lượt là trungđiểm / AB và AC. Tỉ sị 
thể tích của khối tứ diện AB'C'D và ABCD bằng: 


A.Ả Bg.. trẻ D 
8 4 6 
Hướng dẫn giải 
Ấp dụng công thức 1.2 ta có Vuyep „ AB.AC.AD_1 11 1 páp á án: 


“— ABACAD 2 2ˆ 4 
Ví dụ 4. Gọi V là thể tích hình chóp S.ABCĐ. Lấy A' trên SA sao cho 


SA'= sÊA. Mặt phẳng qua Á' và song song đáy hình chóp cắt SB, SC, SD t 


ABCD 


B', C, D', Thể tích hình chóp S.AˆB'C'D' bằng: 


: B. c. 
3 k) 
Hướng dẫn giải 


Do mặt (A'B'C'D” //(ABCD) 

ên SB'_SC'_SD'_SA'_I 

SB ` SC SDĐ SA 3 

Các bạn chú ý công thức 1.2 chỉ đúng cho chóp có 
đáy là tam giác. Nên ta không thể áp dụng cho 
chóp S.ABCD. Bởi vậy 1 cách khôn ngoan ta chia 
chóp S.ABCD thành 2 chóp đáy là tam giác S.ABC và S.ACD 
Ta có: 


Vy 2pcp — M Agc T Vụ, ACD 


N SA' SB' SC' 1 1 1 1 ¬ Mi 
Vực SA SB SC 333 277 °4WŒ 27 
Yspc -5Â., 5D SC _ 11 ._ 1 => Vk ..ọ. -—.YsApc 
Vyamc SA SD tSC 3188-27 S.A'ĐC 5y 


V: Anc + ÝsApe -Š Vs 2scb =— V 
VZ¿ 27 27 U24 


=W;Anep = Vạ ae: TY Arpc: = 


Đápán: C. 


lụ 5. Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Mặt phẳng đi qua A,B và trung 
iểm M của cạnh CC":chia lăng trụ thành hai phần. Tỉ số thể tích hai 
hần đó bằng: 


1 1 + 1 
= B.—- C.— D.— 
L2 5 4 3 
Hướng dẫn giải 
o M]à trung điểm CC? ø 
ử dụng công thức 1.1 và 1.2 ta có N 
1 


K1 NG se VOIM ðT đề 
CẺcABC = MÁC - CV =2 V, 4 £ 
Mạ 8V CC 2 MARSg Ú 
5 
LÃ 


ct 
`. 5 ki 
áp án: B, 
lụ 6. Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích V. Gọi M là trung 
iểm cạnh CC". Thế tích hình chóp M.ABB'A' bằng: 

2v n.Y c2y gố 

5 2 3 2 

Hướng dẫn giải 
a có do CC//(ABB/A) 
1 1 2 

=— WAnniA' = VỆ xpg'A: = VeApg- † VG.aA:p: = sử tuy = sY 
ÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN HÌNH CHÓP 
óp có đáy là tam giác đều - . 
Cho chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh q, thể tích là V 


* Cho SA =SB=SC =b. 
- Nếu a=b (tứ diện đều ) thì tứ diện có chiều cao h = . 


2 
- Nếu ax:b thì tứ diện có chiều cao hề (jbtTS” và thể tích vê b+—ES, 


a3J2 
mi 


và thểtích V = ñ 
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3 


* Cho cạnh bên hợp với đáy góc œ thì V = tan giản 


3 
* Cho mặt phẳng bên hợp với đáy góc B thì V = tanB.c 


Ví dụ 7. Một khối tứ diện đều có cạnh bằng a thì thể tích của nó bằng bao nhiêu 
3 Lộ L) 5 
A203 n. 202 c33⁄2 p.20/5 
12 12 4 4 


Hướng dẫn giải 
aý6 
37 


a22J3 
hn ý 


Có chiều cao của tứ diện đều cạnh a là 


Diện tích đáy là tam giác đều cạnh a: S= 
3 

Vậy thể tích của tứ diện đều là V = , Đáp án: B. 
46 


Ví dụ 8. Một hình tứ diện đều có chiều cao bằng Tay thì thể tích của nó bằng: 


N- giÊ vã ý 


s.—— — €.—— Đ.—— 
12 12 4 

Hướng dẫn giải 

Có chiều cao của tứ điện đều cạnh a là K =a=l 


4s 


Vậy thể tích của tứ diện đều là V = ta Đáp án: A. 


Ví dụ 9. Một khối chóp, đáy tam giác đều có ba mặt bên là tam giác vuông câ 
Cạnh đáy của nó bằng a thì thế tích của nó bằng: 
3 3 3 3 
A,S— B.— c.2⁄2 p, 2⁄2 
6 8 12 24 
Hướng dẫn giải 


Khi chóp có 3 mặt bên là tam giác vuông cân, cạnh đáy là a => cạnh bên =n 


a24/3. | „ a? _a2vV3 
Vi luc So 
=V=-1z-VP ~2 “Ta 


2. Chóp có đáy là hình vuông 


68 


Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD có đáy là hình vuông cạnh q, thể tích là V 


2 
*Nếu SA vuông góc với đáy, SA=b thì V = Tỷ 


2 b3 
#Nếu các cạnh bên có số đo bằng b thì V = T1 b? FÓc 
a? 


*Nếu chóp đều, cạnh bên hợp với mặt đáy góc B thì V = tanB.-~= 


3/2 
` 3 
'Nếu chóp đều, mặt bên hợp với đáy góc B thì V = tan Bọ 


10. Một khối chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và tam giác 
C vuông. Thể tích của khối chóp đó bằng: 


a°A/2 E a3J2 € a2J3 Đ a°4/3 
6 ` 12 ` 6 : > tiời 
Hướng dẫn giải 
ó AC=aV2. 
olà chớp đều nên SA =SC, tam giác SAC vuông— SA =SC - =a 
b : xi 


ã * Bể |; caẺ a2 |„ a? a3V2 b 
==— —=—=—. —= . Đá )IÁ, 

ÿ PBEECÔHẾ HỐt  V 3 vã Big a 5 § pán: A. 
'MẶT CÂU, MẶT TRỤ, MẶT NÓN 

ặt cầu : 
Ví trí tương đối giữa mặt cầu và mặt phẳng 
ho mặt cầu S(O;R) và mặt phẳng (P), gọi d là khoảng cách từ O tới (P) và 

là hình chiếu của O trên (P) có: 
+) d<R mp (P) cắt mặt cầu S(O;R) theo giao tuyến là đường tròn nằm trên 
-P) và có tâm là H, bán kính r=+/8?—4? 


Khối cầu bán kính R có thể tích: W = -R 


Chóp tam giác đều cạnh đáy a; cạnh bên b: z = 


ngoạHiếp 
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Chóp tứ giác đầu cạnh đáy a; cạnh bên b: z, 


ngoạidiếp —” 


2. Mặt trụ 
Công thức 
+)Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay có bán kính r, độ đà 
đường sinh là l: S„ =2ZrÏ 
+)Thể tích của khổi trụ tròn xoay có diện tích đáy là Ø và chiều cao h: 
V=?h 


3. Mặt nón : 
+) Diện tích xung quanh của hình nón: S,„ =rrrl ( trong đó I là độ dài đườn 


sinh, r là bán kính đường tròn đáy) 
+) Thể tích khối nón có chiều cao h, diện tích đáy là B; V=2 B 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Khối lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích bằng V. Khi đó thể tích khối ` 
chóp A.BCŒ'E' bằng: 
A2Y Ác, cờ p.3y 
3 3 g2 4 
2. Hình lăng trụ tam giác ABC.A'B°C' có thể tích bằng V. Khi đó, tứ diện 
ABA'C có thể tích bằng: 


A.2Y gấV cÝ p.Ỷ 
3 3 3 4 
3. Cho hình nón (H) có chiều cao h, đường sinh tạo với đáy một góc 60% 
Thể tích khối cầu nội tiếp (H): 
A.Szn" B.2zh? c 2z" N 
9 9 81 ẫ 81 


4. Cho khối chóp ABCD.A'B'CD'. Mặt phẳng đi qua A„B và trung điểm cạnh 
B'C' chia lăng trụ thành hai phần. Tỉ số thể tích hai phần đó bằng: 
1 1 : 1 


1 
A.— B.— G— D.- 
2 3 4 5 
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ò khối chóp S.ABCD có thể tích V và có đáy ABCD là hình bình hành, 
Nếu M là trung điểm SB thì thể tích tứ diện ABCM bằng: 


2 B.V c2V p.Ỷ 
5 4 3 2 


thỏ khối chớp tứ giác S.ABCD có thể tích V. Gọi A',B',C',D' lần lược là 
ng điểm các cạnh AB,BC,CD,DA. Thể tích khối chóp S.A'B'C'D' băng: 
V Ná Nú h4 


, B.— €.— D.— 
2 3 4 8 


hẳng (MBC) chia hình lăng trụ thành hai phần có tỉ số thế tích bằng: 


uc: B. =2 C.1 Đ. z 
2 4 3 
o khối chóp đáy tam giác đều cạnh a và có cạnh bên là SA =SB=SC =a3/3. 

ế tích của khối chóp bằng: 
a3/2 a34/3 a34/2 a3A/3 
— B.—— C.—— D. 
6 6 12 12 


ho hình chóp tam giác đều có cạnh đáy a và SA =a^/2 thì thể tích V của 
ình chóp bằng: 


a5 B a°J5 a3 b a*/5 
6 2 " 12 `4 


Cho hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt 
láy góc 60°. Thể tích của hình chóp đó bằng: 
a°/3 a°/3 a34/3 a3J3 
kiến B,.——— €. D. 
4 6 12 10 
Cho hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt 
'đáy góc 30°. Thể tích khối chóp đó bằng: 


a2/2 a2A/3 a*J3 a3 

A.—— B.——— €——— D.——— 

4 36 12 10 
.- Cho hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt 
đáy góc 45°. Thể tích khối chóp đó bằng: 

3 3 % 3 
A.3)ý2 B._- c.Ễ— p, 3⁄3 

4 12 24 10 
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13. Cho hình chóp S.ABC tam giác đều có cạnh đáy bằng a và mặt bên (SBC 
tạo với mặt đáy góc 60°. Thể tích của khối chóp đó bằng: 
a2-J3 a2-/3 a°3 a?J3 
A.——— B. C.—— D. 
4 6 24 10 
14. Cho hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a và mặt bên (SAC) tạo vớ; 
mặt đáy góc 45°. Thể tích khối chóp đó bằng: 


a3vJ2 B aã a*a/3 p a*/3 
4 


k—— €. h 

24 12 10 

15. Cho hình chóp S.ABC tam giác đều, cạnh đáy bằng 2a, (6AB),(ABC)= 30, 
Thể tích khối chóp đó bằng: 

3 3 3 3 
a"42 nà 5 c.2⁄2 p.32 
4 z2 9 10 

16. Một khối chóp S.ABCD có thể tích V. Thể tích khối lăng trụ có đáy Ï 

ABCD và một cạnh bên là SA bằng: 


A.2V s. 2Ÿ C.3V p.3V 
3 4 
17. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình tứ diện đều cạnh a bằng: 
ụ.26 8. av6 c2v3 p, 3⁄3 
Si 4 4 2 
18. Cho hình chóp SABC có đường cao SA =2a_, đáy ABC là tam giác đều 
cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 
A. a3 :5 2a3 Œ. 2aJ2 D. av3 
3 ầ 3 3 


19. Cho hình chóp SABC có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ngoại tiếp 
hình chóp đó có bán kính bằng: 


A.a B. aJ2 C. a2 D. Cha 
2 2 
20. Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh a có bán kính bằng: 
A. a3 5. sa C .ẽ Ð. SHẾ, 
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¡ o hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh bên bằng a_ và cạnh đáy là 
. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 


lặ = cố co 


ho tứ diện đều ABCD có cạnh a. Gọi ATI là đường cao của tứ điện và S 
trung điểm đoạn thẳng AHI. Mặt cầu đi qua bốn điểm S,B,C,D có bán 


: #5 "- c„ 2⁄6 ad6 
= `4 

ho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm O và có cạnh bằng a. 

n kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp O.ABCD có bán kính bằng: 

si B. An C.av2 _——Đ, Dã 


bại tứ diện đều M- a. Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
mặt phẳng đi qua một mặt của tứ diện bằng: 


6 B “ c so av43 


ho tứ diện đều MS a, Khoảng cách từ vo mặt cầu ngoại tiếp tứ điện 
đường thẳng chứa một cạnh của tứ diện bằng: 


sa B. sa CŒ. A ?. `. 
- Một tứ diện đều nội Xến mặt cầu bán kính : thì cạnh của tứ diện đó bằng: 
= 6R ⁄6R „ 6R 23R 
B. _x €G—— D. Than 


Miêu hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán tánh R thì cạnh của hình lập 
hương đó bằng: 


13M} vBR Vấn 


8 3 ` 6 4 


t cầu tới mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng: 


v3R g. VSR c Ý3R p.2R 
8 3 ` 4 6 # 


29. Số mặt cầu chứa một đường tròn cho trước là: 
A,0 B.1 C2 : Ð, Vô số 
30. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thước là a, b, c, 
Khi đó bán kính r của mặt cầu là: 


A. 22" +bP+c? B. Va?2+b?+c? 
€. /2(a?+b? +c?) D. 43? +b” +c?”) 


31. Tứ điện SABC có SA, SB, SC đôi một vuông góc với nhau trong đó SA 
SB =b; SC = c. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện: 


— B. 2e +2 xe? 
C.242?+b?+c? D. Xa? +b?+c? 


32, Mặt cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ diện đều ABCD cạnh a có bán kính 


A. =2 B. _=“ C. a2 Đ.2az2/2 


A. 


33. Một hình cầu có thể tích Z ngoại tiếp một hình lập phương. Thể tích 
hình lập phương đó là: 


A. Sio B. : C1 D.2V23 


34. Tứ Hiền ABCD có AB = CD = c, AC = BD = b, AD = BC = a. Diện tích mặt cš 
ngoại tiếp tứ diện ABCD là: 


A.S@° +Ð?+c?) B, 2 (42+b°+c”) 
€. Z(a?+b?+c?) - D.2Z(?+Ðb?+c?) 
35. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình tứ diện đều cạnh a bằng: 
..6 - c5 p3 
3 4 2 


36. Cho hình chóp SABC có đường cao $A=2z, đáy ABC là tam giác đì 
cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chớp đó có bán kính bằng: 


ax3 2av3 2a⁄2 33 


A.——— B8.——— € ——— Đ.—— 
3 3 
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ho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ngoại tiếp 
nh chóp đó có bán kính bằng: 


a B. a2 C. =_ D. c 
Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh ø có bán kính bằng: 
SẾT Ẽ ˆ : “ã _ sẻ 


Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh bên bằng z và cạnh đáy là 
^J2. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 
ax3 a3 2a-/3 
"=- _- 
2 3 3 
ho tứ diện đều A8CÐ có cạnh z. Gọi A?? là đường cao của tứ diện và S 
trung điểm đoạn thẳng A¿7. Mặt cầu đi qua bốn điểm S,B,C,D có bán 


4 2 4 

Cho tứ diện đều cạnha. Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
ới mặt phẳng đi qua một mặt của tứ diện bằng: 

a6 B a6 a3 ax3 

12 li VN : 

Cho tứ diện đều cạnh z . Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
ới đường thẳng chứa một cạnh của tứ diện bằng: 


..,3 g.23 c2 p. 2⁄2 
2 4 TE. 4 
Một tứ diện đều nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của tứ điện đó bằng: 
2x6R Ý6R v6R 2v3R 
A, "Sa B. "=— C. _x D, E> 
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45. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của hình lập 
phương đó bằng: ñ 


lấn 
A. 438 B. 2v3R C. x3R p. 
3 3 6 4 


46. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ tâm 
mặt cầu tới mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng: 


A. X3 ¬-.- -- p. X$R 
2 3 4 6 
47. Một tứ diện đều cạnh a nội tiếp một khối nón. Thể tích khối nón: 
A, X3? B. UÊ š; X3 D. XS xa 
27. 27 9 


48. Cho tam giác đều ABC cạnh a quay xung quanh đường cao AH tạo nên 
một hình nón. Diện tích xung quanh hình nón đó: 
A. z2? B.2Zz2? €. Lza2 p.Êze? 
0 4 
49. Cho một hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh a khi quay quanh mộ 
đường cao. Một mặt cầu có diện tích bằng diện tích toàn phần của hình 
nón thì có bán kính là: 


A42 ` g.8⁄2 c5 p.#⁄2 
4 2 2 4 

50, Cho một hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh a khi quay quanh mộ 

đường cao. Một khối cầu có thể tích bằng thể tích của khối nón thì có bán 


kính bằng: 


aÄ|2⁄3 a2xJ3 a4242 a3 : 
A. B.——— €. D.—— 
4 2 8 8 
51. Cho hình nón có đường sinh bằng đường kính đáy và bằng 2. Bán kính 
mặt cầu ngoại tiếp hình nón đó là: 
A. ⁄3 B.24/3 Œ _ D. = 
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tứ diện đều cạnh ạ có một đỉnh trùng với đỉnh của hình nón, ba đỉnh 
ại nằm trên đường tròn đáy của hình nón, Diện tích xung quanh của 
h nón: 

za?xl3 n. LG € 342/2 Đ. za?x⁄3 


'hö hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng a, cạnh bên tạo với mặt đáy 
60°. Diện tích toàn phần của hình nón ngoại tiếp hình chóp: 


L9 3.A 4.B 5.B 6.D 7.C 8.A 9.H | 10.C 
12.B | 13.C | 14.B | 15.C | 16.C | 17.H | 18.B | 19.C 20.5 
22.C | 23.D | 24.A +25.D 26.A | 27.B | 28:B |29.D | 30.A 

2.B | 33.A | 34.B | 35.B | 36.B | 37.C | 38.B | 39.B | 40.C 
42.A | 43.D | 44.A | 45.B | 46.B | 47.B | 48.C |49.D | 50.A 
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Bài 7. Phương pháp tư duy dùng điểm thuận lợi và điểm biê 


I. TƯ DUY DÙNG ĐIỂM BIÊN 


Tư duy phương pháp: Tư duy dùng điểm biên là tư duy dùng các điểm 
đầu mút các đoạn ở đáp án hoặc đề bài. Với những bài mà đáp án hoặc đệ 
có dạng khoảng hoặc nửa khoảng thì chúng ta dùng với điểm biên là điể 
rất gần các đầu mút (sai lệch một lượng rất nhỏ) có thể coi nó thay thế chủ 
điểm biên. 

Ví dụ 1.Cho y= 4x” —3x+1(C) với giá trị nào của a thì phương trình 
4x°—3x+1=4a”—3a+1 có nghiệm đơn đuy nhất 


A.a>0 B.a<0 c7 p.|Z<-1 
a>2 a>l1 
Hướng dẫn giải 


Cách 1: Lập báng biến thiên của hàm ƒ(Œ)= 4?—32+1 (C) rồi dựa vào đó xết 
các khoảng giá trị của a thỏa mãn đề. 
Cách 2: Với đề bài mà tại đầu mút “biên” không có dấu bằng ta có thể thử bằ 
một giá trị rất gần biên đó. Ví dụ ở đáp án A ta thay a = 2,1 rồi dùng m: 
tính cầm tay giải phương trình bậc 3 để xem phương trình có thỏa mãn 
hay không. Tương tự như vậy với các đáp án còn lại. 
Đáp án: D. 


x?+ 
Ví dụ 2. Cho lo, do,“ " “<0 có nghiệm là: 
* 


x>6 x<~=6 "|x>8 


Hướng dẫn giải 
X?+X 
TỊ tự ví dụ 1 ta nhập hàm I 1 
tương tự ví đụ 1 ta nhập hàm og,d9g, ni 


^| Ti leo Ẻ beaa D JMWeXeE: 


) trong máy tính cầm t: 
rồi dùng phím CALC để thử giá trị theo các đáp án. 
Đáp án: C. 

Ví dụ 3. Cho hàm số y =—x" +27mx? +rm+3. 

Tìm m để hàm số nghịch biến trên (1;2) ? 


x4 
A.0<m%1 B.m<4 C. bet Đ. <1 
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Hướng dẫn giải 
; y'! =—4x` +4mx <0 với mọi x thuộc (1;2) từ đó ta có thể rút sang một bên 
lập bảng biến thiên của hàm g(x). Từ đó nhận xét được giá trị của m. 
: Thử m = 4 (loại) nên loại B, C. Thử m =— 1 thấy thỏa mãn nên loại A. 
áp án: D. 
'Ư DUY DÙNG ĐIỂM THUẬN LỢI : 
duy phương pháp: Đối với những bài toán chứa tham số và yêu cầu 
t một tính chất chung thì ta có thể cho tham số một giá trị thích hợp để 
lừa bài toán về trường hợp cụ thể. Đối với rất nhiều bài toán (có tham số 
ặc không có tham số) thì việc dùng điều kiện cần để loại dần đáp án là 
ột phương án rất hiệu quả. Chúng ta không trực tiếp tìm ra đáp số nhưng 
úng ta sẽ loại 3 đáp án để có đáp số cần tìm. Đó là một trong những 
ương pháp tư duy đặc trưng để giải toán trắc nghiệm. 
1.Cho y=+) —6x? +mx+1, tìm m để hàm số đồng biến trên (0;+se)? 
m<0 B.m<12 C.7z>12 D.rr>0 
Hướng dẫn giải 


1: y!=3x?—12x+im >0 œ m>~3x? +12x với mọi x thuộc (0;+s)nên ta 


dụ 2. Cho y=-2x°—3(2z+1)x?—6a(+l)x+2 có cực trị tại x,;x; thì giá 
rị của |x, —x;| bằng: 


x—x;|=a B.|x¿—x;|=1 €. |x 


anxz|=2 D. 


X¡ | =a—I 
Hướng dẫn giải 
a sẽ cho a một giá trị thuận lợi để các đáp án A, B, C, D cho các giá trị 


khác nhau. Lúc đó đề bài cũng sẽ làm với một hàm tường minh. Ở đây có 
thể cho a = 0 thay vào hàm số ta được: 


~2x°—3+? +2 = y'=~6x?—6x=0 © x=0;x=—1 nên |x—zs|=1 
áp án: B. 


2 
ụ 3. Nghiệm của bất phương trình log, mi >0 là: 
x 


$ 
.-1<x<2 B.2<x<3 C1<x<3 D.0<x<3 
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Hướng dẫn giải 


Cách 1: 
2 
+Điều kiện Š T3“! „0œ x> 0 
2 
2 
+ Khi đó log, Š “3# > ọ 
3 x 
xwŠ)=~ Acc- 
©log, X~ **Š >Iog, 1© ~3X*†Š<1x?~3x+3<x 
¬ x x 


s 
©x?-4x+3<0 œ1<x<3 
+ Kết hợp với điều kiện ta được nghiệm 1<x<3 


2 ~ 
Cách 2: Thử các đáp án bằng chức năng CALC, nhập hàm log, X— XÈtŠ, 
' 


Ta sắp xếp đáp án với biên theo thứ tự tăng dần 0—>1—>2—>3 


Ta sẽ thử với đáp án có biên nhỏ nhất 


0,1?-3.0,1+3 


Ta có với x=0,1 —>log; <0 không thỏa mãn, loại D. 


§ 01 
sa 
Ta có với x =1 = log, — 0 thỏa mãn, loại B. 
Đ 
2— 
Để loại A, C ta thử x=3 được log; ANH thun ,loại A. 


Đáp án: C. 
Ví dụ 4 (Câu 16 đề minh họa THPT quốc gia). 


Cho hàm số f(x) = 2*.7*. Khẳng định nào sau đây là sai? 
A. f(x)<1© x+x?log,7 <0 
B. f(x)<1© xIn2+x?log7 <0 
C. F(x)<1© xlogy2+x? <0 
D. f(x)<1© 1+xlog„2<0 

_ Hướng dẫn giải Ẹ 
Dùng điểm biên. Dễ có x = 0 là nghiệm của phương trình nên để xảy ra bất 
phương trình thì sẽ có nghiệm rất sát 0 bên trái hoặc bên phải. Thấy ngả 
với x tiến tới 0 thì không thỏa mãn đáp án D trong khi đó x=0 sẽ 


nghiệm của bất phương trình đầu. 
Đáp án: D. 
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5:(Câu 17 đề minh họa THPT quốc gia). Cho các số thực đương a, 
1, Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 


lög „(ab) =2log, b 


b với 


log „;(ab) =2+2log,b 


- log „; (ab) = -iog, b 


ob =1 ta dễ dàng tìm đưo 
o thêm a = 2 rồi dùng Casio. Đáp án: D, 
6. (Câu 10 đề minh họa THPT quốc gia). Cho hai số thực a và b, với 
a <b. Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

B.1<log b< logya 


log,a<log b<1 Ð. log,a<1<log b 


Hướng dẫn giải 


Tương tự như trên ta cho b=4;a=2 tức cho b=az? (a,b thỏa mãn đề). 
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CHƯƠNG II. TƯ DUY GIẢI NHANH PHẦN HÀM SỐ 
VÀ CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN 


Bài 1. Hàm số và tính chất 


I. LÝ THUYẾT 
1. Tập xác định của hàm số 


Cho hàm số y =f (x) , Tập xác định (hay còn được gọi là miền xác định) 


D của hàm số y =f(x)là tập hợp các giá trị của biến số x sao cho biểu 


£(x) có nghĩa. 
Tập xác định của 1 số hàm thường gặp: 
Ậ: điều kiện B#0 VA : điều kiện A >0 


~—: điều kiện B>0 log, B: điều kiện A >0,B>0,A #1 
R Ẳ 


bế 
Ví dụ 1. Miền xác định của hàm số y = _— =1 ....V x +3x+4 


log;(x?°~4) 
A. (2/4) B. (—e;—2)\2(—1;2) 
c.[2;4] p. (2;4]\{x5) 


Hướng dẫn giải 
Cách 1: Ta có miền xác định của hàm số là tập hợp tất cả các giá trị của x 
thỏa mãn ¿ 
2— =; 
x?-4>0 x>2,x<-2 2<x<4 2+x<4 
—x?+3x+4>z0©‡-l<x<4 @© gu/S LửP 
log,G2—4)#0 |x?—-4#1 n sào 
Vậy miền xác định của hàm số là: (z,4]\{/5} 
Cách 2: Sử dụng kĩ thuật chọn điểm biên 
Thay x=2 vào hàm số thì thấy log;(x? =4) =log; 0 là không xác định, 1 
đáp án €. 
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Ẵ 2_— 
ay x= 4 vào hàm số được VEï TH cg C4 +34t4<sx=4 
: O8; ¬ 


m trong miền xác định, 
an sát chỉ thấy đáp án D có chứa x=4. Đáp án: D, 


p giá trị của hàm số 

o hàm số y =f(x). Tập giá trị hàm số y =f(x) là tập hợp tất cả các giá 
có thể có của f (x). 

ú ý: Thông thường ta đánh giá được giá trị hàm số về dạng a<y <b, khi 
ó tập giá trị của hàm số là [a;b ]. 


lụ 1. Miền giá trị của hàm số y =x? +x+3 là: 


11 11 
;+eo B. |2;+se C.| —;+e D.|—;+<= 
[e) — B[z¿=) [š¬~) [#=) 
Hướng dẫn giải 
h 1: Tập xác định: D =IR 


2 
a có y=x2txt3=xt+2.1x+1„11„ xé] ¿41x 11 
2 4 4 


lây tập giá trị của hàm số đã cho là [#~) 
2: Do để yạ thuộc tập giá trị thì tồn tại xụ e D : yụ = xo” +xạ +3, 
ừ đó ta có: 
ét các yạ là đầu mút trong từng đáp án và sử dụng giải phương trình bậc 
bằng Casio (MODE 5 3) 
ét đáp án A có yụ =3=—3= xụ” +xụ +3 © xụ =~1,x, =0 D 
đáp án B có yạ =2=>2= xụ” +xạ +3 vô nghiệm vậy loại B 
h ĐUẾNG bị 


ét đáp án Œ có y,= Em s=xỉ +xụ¿ +3 có tồn tại nghiệm thuộc TXĐ. 
ét đáp án D có y„ Thờ +x,+3© Xe” +Xy+2 =0 =x=-ễ 
uuộc TXĐ, 

hư vậy A, B, D đều thỏa mãn. Nên ta sẽ chọn đáp án có*y„ nhỏ nhất. 


áp án: D, 
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x?—=7x+12 
„ Tập xác định của hàm số y =4|—~——————- +log; (|x|—2) là 
ập xác đị Yy=4  z- 2e-a +19; (|‡|~2) 


A. (—=;3)+2[4;+s} B. (—e;~2)\2 (3; +ee) 
€. (—=;—2)U2L4;+se) D. Một kết quá khác 
1 1 
. Miền xác định của hàm số y=—V4—x? +—————— là: 
l „ng x(x?—100) 
A- Cs; 0)0(0;2] B.[ 3;0)t2(0;—3] 
c.[-2,0)©2 (0;2] D. [-3;0 ]\2[0;3] 
tả 
„ Hàm số y=4l4* +85” ~22œÐ —52 có tập xác định là: 
A. [0,+se) B. [1,+ee) C.[2,+=) D. [3,+e) 
Chọn kết luận đúng. Hàm số y=/og(3x° —4x+5) có tập giá trị là: 
A. [ss#z+-| B, Iss#~=| 
€. [sz2¬=] D. [sz#¬=| 
-___ ĐẤP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN 
. Đáp án: C. 
Lập trục xét dấu cho từng biểu thức sau đó lấy giao. 
„ Đáp án: C. Ũ 
Chú ý mẫu khác 0 
. Đáp án: D 


. Đáp án: B. log(3x° ~4x+5) =log[3@x~ 2)? co xi>lo . 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


Đặt ¿=2*, Có thế nhập hàm trong dấu căn rồi dùng CALC để thử các giá 
thuộc đáp án này mà không thuộc đáp án kia để loại dần. Áp dụng cả cÌ 
các câu trên. 


Bài 2. Hàm số và Đạo hàm 
ý THUYẾT 


` Các quy tắc tính đạo hàm 
(u+v)} =u+v' 2/(uv)'=u'v+uv' 
/ (eu)'=cu' [c là hằng số) 4/ (š)-* 
v 
Bảng đạo hàm các hàm số sơ cấp cơ bản 
/ (e)'=0 (c là hằng số) 2/ (xh}'=net 
/ (sinx)'=cosx 4/ (cosx)'=—sinx 
¿ #1 ¬ 
em) _ co82x & eo) — gin°x 
(a')'=a" Ina 8/ (e}'=e 
mẽ: "- 
(og,x)'=c— 10/ (Inx)'= 


Đạo hàm và biểu thức đạo hàm 

lụ 3. Cho hàm số y =e°*, 

lểu thức rút gọn của K=y'eosx—ysinx=y"” là: 

. COsx,e9 B. 29% C0 D.1 
Hướng dẫn giải 

để 

=(sin x)'e*"* = cos xem 

"=(cosx)'e°" + cosx(e°”*)"= —sin xe" X + cọs? xe°x 
=y'c€Osx—ysinx—y" 

=cos? x,einx _.  sinx sinx~(T—sin xeS"% + cos? xesm) =0 

ch khác: Lấy 1 giá trị bất kỳ của x như x=0; Khi đó ta có 
y=Ly'=Ly"=1 š 
K=1.cos0~1.sin0~1=0, 
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2. Tính đạo hàm tại một điểm 
Để tính đạo hàm tại 1 điểm ngoài cách sử dụng các công thức đạo hàm 
cơ bản thì ta có thể sử dụng Casio tính đạo hàm tại điểm x= xạ thông qu 


x= 


đ 
hức năng củ 
chức năng của Emi ) 
Ví dụ 1. Hàm số y =Ñ3x+2 có đạo hàm f'(2) 


A.0 B.2 €. 


d>|^ 


Hướng dẫn giải 
Bấm SHIFT + Í —S{ Ì|_ rồi nhập hàm cần tính đạo hàm và giá 
Ji 


cần tính đạo hàm tại điểm. 


Khi đó ta được kết quả 
Hán À 


s  NE ]|„-z 


.25 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1, Cho hàm số y = xe*. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào sai? 
A.y'=y+e" B.y"=y+2e* 
€y'"=y+2e* D.y ty =y” 
2. Đạo hàm của y=(S+ là: 
Đcc 5 2x? bcc * ễ: 2x? 
A.y'=In(x +)' B.y'= (s°+1) |n(x #1 
ä „ |In(x?+1)+2x? 
€.y'=(x?+1) In(x?+1 D.y'=(x'+1] |——-——— 
yebed'n(a)  mự-Goaj[EEST 
3- Đạo hàm của hàm y =cos2x là: 
A. ... B, y'=2cos(2x+) 
C. y'=arin( «+ Š] D. y'=2sin(2x+) 


86 


2! mm.) 22) "ị 2i 
HH B.y K. cụ se. D.y “ 
1 
hàm cấp 2 của h: = 
ao Lộ cài ý x?°+3x+2 
_ 2x'-6x+5 „__ 2x?+6x+5 
San Trang Hy SH n ` cu 
(x?°+3x+2) (<?+3x+2) 
u_ 2X°=6x=5 De 2x?+6x+5 
(x¿+ax+2)Ì (¿+ax+2}' 
Cho £(x) =x” 4Íx7. Đạo hàm f'(1) bằng: 
6,25 B.6,75 C. _ D.6 
x-2 Ÿ Ũ » 
o hàm số Yy=| ———. Đạo hàm f'(0) bằng: 
x+1 
1 t6 24 
= B. 2 C )= 
#4 8 5 
'Cho hàm số f(x) =ln sin 2x|. Đạo hàm "H) bằng: 
:A,1 B.2 C3 Đ.4 
.Cho hàm số f(x) = tanx. Giá trị của f(0) là: 
A.T—1 B.1 G2. D.—-2 
0. Cho hàm số f(x) = x”.&*. Đạo hàm của £'(1) bằng: 
A. n(1+ln2) B. 1(+Ìn T0 C. xhnm D. z Inr 
„ Cho f(x)=log,(x? +1). Đạo hàm của f'(1) bằng: 
An sở 1+in2 Œ.2 D, 4In2 
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12. Hàm 9 IN=Y ti Tính đạo hàm của hàm số tại x=0? 


A.£'(0)=—1 B.f'(0)=1 C.f'{0)=0  D.Kết quả khác -' 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
1Á J2B ]3.A |4D |5.D ]6B |7A |8B [5.B | 10. 
11.A |12.B | | 
1. Đáp án : Ð, 


y'=e”+xe*; y"=2e*+xe*; y"'= 3e*+xe* 
2. Đáp án: B. : 
Ta có: lay =xIn(x?+1)= (Iny)'=[xhn(x? +1) | 


v x“+1 
' 2: 
=y'=(x?+1) [n&s)-: ¬] 
3. Đáp án: A, 


Có yí=-2sn2x=2cos|2x+ 2 


4. Đáp án: D. 
Có y=—->=y“=-Š 
x 
5. Đáp án: D. 
2 
Có y'ễ_—2x+3 =y»~_ 2b +âc+2)—(2x+5Ÿ _— 2x2+6x+5 
x?+3x+2 (x#+3x+2}' (s? +3x+2)” 
6. Đáp án: B. 


Dùng Casio ta có 6 tQ3j| =6,75 
< x=1 


7. Đáp án: A. 
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~0.62996=~_ 


14 

ý: Khi đáp số lẻ ta cần đổi các đáp án ra số thập phân để so khớp kết 
ần nhất. Có thể sử dụng 2 máy tính, một máy bấm đạo hàm và một 
bấm đổi ra số thập phân của các đáp án. Ngoài ra, ta bấm ra giá trị của 

phân rồi gán cho A sau đó nhập A-X rồi dùng CALC thay X bằng các giá 

ỡ đáp án. 

p án: B. Sử dụng Casio 

p án: B. Sử dụng Casio. 

p án: B. Sử dụng Casio. 

p án: A. Sử dụng Casio. 

p án: B. Sử dụng Casio. 


CEg) 


„ đ 
Casio t —-QÌ—— 
ng Casio ta có axẲ xa1 Ễ 


g9 


Bài 3. Tính đơn điệu 
I. LÝ THUYẾT 
Cho hàm số y =£(x), tồn tại đạo hàm trên khoảng (a;b) 
Hàm số y =f(x) đồng biến trên(a,b) © y'(x) >0 ,Vxe (a,b) đồng thời 
f'{x)=0 tại một số hữu hạn điểm e (a,b). 
Hàm số y =f(x) nghịch biến trên (a,b) © y '(x)<0 ,Vxe (a,b) đồng t 
f!{x)=0 tại một số hữu hạn điểm e (a,b). 
11. CÁC DẠNG BÀI TẬP. 
1. Dạng 1: Khảo sát tính đơn điệu của hàm số 


Ví dụ 1. Khoảng nghịch biến của hàm số y =ax" —x2+1 là: 


A. (0;2) B. (—1;2) C. (—1;0) D. (0;3) 
Hướng dẫn giải 
Tập xác định: D=IR 
=0 
'=x?~2x; y'=0@ x2—2x =0 © | 
y y w=ã 
Bảng biến thiên 
% — 0 2 + 
v 


+ 0 = 0 + 
# 1 

2À 

Fˆ ă lê N Sa ` ‹ 

3 

Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;2) Chú ý: khi làm ta không cần vẽ bải 
biến thiên để tránh làm mắt thời gian. 
Khi tính với hàm số bậc 3 có y'=0 ra được 2 nghiệm x, <x; 
Nếu hệ số a của hàm bậc 3 dương thì suy ra hàm số nghịch biến trên 
khoảng (x;;x,) và hàm số đồng biến trên các khoảng (—es;z,),(x;;-+e) 
Nếu hệ số a của hàm bậc 3 âm thì suy ra hàm số đồng biến trên khoảng 
(x¡;x;) và hàm số nghịch biến trên các khoảng (—e;zx,), (x;;+ee) 
Như bài toán trên ta khi tính được y'=0 © x=0,x= 2, nhìn thấy hệ số 


4=3>0=>y'<0.©0<z<2, Đấp ẩn: A, 
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B. (Cằœ;—1)U(1;+œ) 
Đ. Cœ;—I) 
Hướng dẫn giải 


Tập xác định: 2=ïR\{—1} 


ni Ca ——z>0,Vre D 
_œ+DẺ 
ậy hàm số đồng biến trên các khoảng (—œ;—1) và (—1; +). Đáp án: D. 


ụ 3. Cho hàm số y= xÌ—5x?+7x— 4, Biết khoảng nghịch biến của hàm số 


Hướng dẫn giải 
Với cách cho đề bài như vậy ta cần phải chỉ ra khoảng rộng nhất mà hàm số 
hịch biến 


a có y'=3x°~10x+7 => y'=0©x=lLx=.ˆ 


ứ 


— Hàm số nghịch biến trong khoảng (: 3} vậy max(b—a)= mm = : 


Bước 3; Giải điều kiện trên tìm m, hộ 
Í dụ 1. Cho hàm số y= xÌ —zm2 + x+5, Giá trị của m để hàm số đồng biến trên R 


'A.V3<m<2  B.-V3<m<j3 cC-V3<m<2 D. 0<zm<2 
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Hướng dẫn giải 
Cách 1: Ta có y'=3x?—~2mx+1 
Hàm số đồng biến trên IR « A'=zz—3<0 ©+—3 <m <xJ3 
Đáp án: B. 
'Cách 2: Thử giá trị của m ở các biên để loại dần đáp án, 
Ví dụ 2. Cho hàm số sau: y= ƒ(%) = x)—3(ø—1)x? +32(a—1)x+1. Trong cá: 
mệnh đề sau, mệnh đề sai là: 
A. Hàm số luôn đồng biến với Va >2 
B. Hàm số luôn có cực đại, cực tiểu với Wø <—2 
C. Hàm số nghịch biến trong khoảng (0;1) với 0<z<1 
D. Tồn tại a để hàm số không có cực trị 
Hướng dẫn giải 
Với đạng toán này nếu ta làm trực tiếp theo cách tự luận sẽ mất nhiều thời gỉ 
Bởi vậy ta nên dựa vào đáp án thử các giá trị để loại 
Chọn a=2 ta được y=xÌ—3x? +6x+l=— y'=3x?—6x+6 >0,Vx=> hàm 
luôn đồng biến. Suy ra dự đoán đáp án A là đúng. : 
Chọn ø=-3 ta cóy=+°+12xz”+36x+1=— y'=3x?+24x+36— y'=0 l 


có 2 nghiệm phân biệt, suy ra hàm số luôn có cực đại cực tiểu, vậy dự đi 
Bđúng 


Chọn a=0,5 ta có =x) t2? =Êx+1=— y!S32+3x—Ä — y'=0 đùi 
y 2” 2 4 


máy tính Casio bấm thấy có 2 nghiệm không thuộc khoảng (0,1) =>hàm 
không nghịch biến trong khoảng (0;1)= Đáp án: C. j 


3. Dạng 3: Tìm giá trị của tham số để hàm đơn điệu trên khoảng (a:ð) 


Cách làm chung 
Bước 1: Tính đạo hàm y'; 


Bước 2: Xây dựng điều kiện để dấu của y'>0(y'>0,y'<0,y' <0) trên 
khoảng (4;P); 
Bước 3, Giải điều kiện trên tìm m, 
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ong khoảng (1;2) 

„z3 B.m> 2 - cm>l3 D.m>-—— 

6 2 5 4 
Hướng dẫn giải 

;Ta có y'=3x2—2zmx+1 để hàm số nghịch biến trong khoảng (12) thì 


3x2 ~2mx+1<0, xe (1:2) 


ễ m—3>0 
A'>0 m—Alm2—3 m>^J3,m <—3 13 
Ầ <si© ®m>— 
z<1<2Sx%, 3 6<m+x|m° =3 4 


m+m°~3 
3 

h2: Để hàm số nghịch biến trong khoảng (1;2) thì 

y'=3x2~2mx+1<0,Vxe (I2) 


25 


2 
3# *Í <m vxe (l2) 
2x 
3x? +1 3x?+l 
< - 
VU -RNESUPE-— 
có 
3x2+1Ì,_ 6x”~2 1 
x)=| “——Ì'=—>s(z =0@6x?—2=0 ©x=‡+—>£ [12 
TT G.dớ rêu T£In3] 
13 13 
~= =— >— 
ax ø (+) z(2) THỊ SE 
Ta thử lần các giá trị  Hướn: vào hàm số 


3Ô— m2 +x+5 và xét sự nghịch biển trong khoảng (1; 2) để tìm ra đáp án. 


lạ 2. Cho hàm số y=Z Ð'“=Ì (0), Giá trị m để hàm số () nghịch biến 
x~rt 
nửa đoạn [3;+es) là: 


1 <m<3 B. m3. €.0<7n<3 Đ.T<m<3 
93 


Hướng dẫn giải 
1—4m h 
(x—m)” ` 


Để hàm số nghịch biến trên[3,+œ), ta phải có: 


... Thu m>_ 


= 4©®—<Sm<3. 
m<3(me[3,+»)) `” [m<3 xoa 


(m < 3 để đảm bảo hàm số nghịch biến tại mọi điểm trên [3.+=), ví dụ: kh 
m = 4 > điều kiện xác định x khác 4 => hàm số không thể nghịch biến tại 


TXĐ: IR\{m}, y'= 


Mặt khác, ta thấy với mm “+ thì y'=0 trên toàn bộ tập xác định 
=m =4 không thoả mãn điều kiện, 


Vậy - <m<3, 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Cho hàm số y= ƒ (x)=x°—muˆ +3 (trong đó m là tham số). Khẳng định 
nào dưới đây là sai? 
Á. Vme Ñ, hàm số không đơn điệu trên R 
B. 3c IR để hàm số đồng biến trên (0;+eo) 
€. 3e lR để hàm số nghịch biến trên khoảng (—;0) 


D. Cả ba đáp án trên đều sai 
2. Trong các hàm số sau, hàm số nghịch biến trong khoảng (1; 5) là 


1 =2 
A. vy=—+x°—3x?+5x+2 B.y=——^— 
Sb:- 2122. _— 
€ ÿje¿t: D. y=x?—2x+5 
# 


x 


"'......ẽ...ẽ... 
3. Cho hàm số y Tường, . Khẳng định đúng là: 


x+x*+ 
A. Hàm số đồng biến trên 
B. Hàm số nghịch biến trên R 
C. Hàm số đồng biến trên khoảng (—1;1) 
D. Hàm số đồng biến trên khoảng (—œ;—I) 
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2x?+x+1 
x+1 

Hàm số đồng biến (—œ;~2), (0;+es) 

Hàm số nghịch biến (—2;—1), (—1;0) 

ỨC. Hàm số đồng biến (—es;~2) L2 (0;+) 

Hàm số nghịch biến trên khoảng (~2;—1) 

àm số: y= ƒ (x)=xInx đồng biến trong các khoảng nào sau đây: 

(0,+) B. (—eo,0) €. (0.") Ð. (1+) 


o hàm sỐ: y = , Trong các mệnh đề sau, mệnh đề sai là: 


E425 
=S “—£ +Í _mrên khoảng nào sau đây thì hàm số không 


hàm số y= 
_. Kệ HÀ ¿?Z+ø* + 

(0;+e) B. (C;0) €. (1,2007) D. 1,1) 
á trị của x để y'>0 biết y=In@°—2+” +3) 
.x>z0v1<x<2 B. x<0v1l<x<2 
—l<x<0vx>1 D.0<x<1Vvx<-l 


làm số y= “HH đồng biến trên khoảng: 

„ (;+) B. (C—S;1) C. (—1;+e) D. (—es;—1) 
tong các hàm số sau đây, hàm số nghịch biến trên (0;2) là: 

.‹ y=sÌnx +cosx+2x B. y=log„x 

C.y=Z” D. y=cosx+x 

Cho hàm số sau y= ƒ() =x`—3(4 —1)3+? +3a(a—1)x+l. Trong các mệnh 
lề sau, mệnh đề sai là: z 

„ Hàm số luôn luôn đồng biến với a> 2 

, Hàm số luôn luôn có cực đại, cực tiểu với a<=2 

" Hàm số nghịch biến trong khoảng (0;1) với 0<ø <1 


. Hàm số luôn luôn đồng biến trên tập với 1<2<2 
„ l 
Giá trị của m để ——— là hàm số đồng biến trên R: 
xÌ—x 


B.m+0 C.m>0 D. Một kết quả khác 
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12. Cho hàm số y=—xÌ +3? +3(1—2/n)x—1 (). Giá trị của m để hàm số 
nghịch biến trên tập xác định: 
A.I B.O €. T1 D.2 


13. Cho hàm số nh +mx? +(3m~2)x (1). Giá trị của zm thì hàm 
__@ luôn đồng biến: 
A.SSm<2 B.l<m<2 C231 D./z>0 


14. Cho hàm số: y = xŸ +3x° +(m+1) x+4m. Giá trị của m để hàm số nghịch 
biến trên (—1; 1) là: 


A.m=10 B.7z=—10 €.7zr=2 D.m=5 
15. Cho hàm số y= —, Giá trị của m để y nghịch biến trên (—œ; I)là: 
x+m 
A.mm>1 B.m<l €. =2<m<—L Ð. Đáp án khát: 


16. Cho hàm số y = x°—3(2—1)x2 +34(4T—2)x+4. Để hàm số này đồng biến: 
trên các đoạn [—2;—1] và [1;2] thì giá trị của a thỏa mãn: 


IL.a>4 1L a<-2 TH. a=1 
Kết luận nào đúng: 
A.I,H B.II,II C.I,1II Đ.I,II, HI 


THẾ. 

17. Để hàm số y = nh (a~Ð3 +(2-+3)x—4_ đồng biến trong khoảng (0;3) 
thì giá trị cần tìm của tham số a là: 

A.z>-3 B. -8<a<Š C. : D. a<-3 


18. Cho hàm số y=+x`—3(2m+1)3? +(12m+5)x+2 


-1 1 1 -1 5 

Á.——<m< B.m>— C.m<——= D.7z<—— 

v16 N2 2 Nr3 12 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN 


Lep [2a [sp] sc[spTep[]zcTar. 
[ttc | 12a | 13.8 | 14.8 | 15w |16.p|17.C|18.P| 


1, Đáp án: A đúng, 1 hàm ¡trùng phương thì không thể đơn điệu trên R. 
Thật vậy, có y'= 4x? ~2mx = 2x(2z? —m) suy ra y' là hàm bậc 3 nên khô: 


tồn tại z:e IR để hàm số đồng biến (hoặc nghịch biến) trên R. 
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, C đúng. Chọn =0 = hàm số đồng biến trên (0,+es), nghịch biến trên 
oảng (—œ;0) 

áp án: ÐD. 

6 y!=x? T6x+5= y'<0 ©x?T—6x+50€+1<x<5. Đáp án: A. 

ưu ý: Với các bài toán cần phải xét đến từng đáp án thì ta nên chọn đáp án 
ó dạng hàm quen thuộc, đễ tính toán trước để xử lý. 

3x ._ 2(x°+x+1)~2x(2x+1) 2x?—2 


i— = 
xười 


(?+x+1} _(#+xHỶ 
y'>0@2x+?—2>0œ>x<-—I,x>l 

y'<0©2z”—2<0@œ-—l<x<1 

ấy hàm số đồng biến trên các khoảng (—es;—I],[I;+e), nghịch biến trên [-11 


2x°+x+l_ 2y`-2+2+x+l 2 


=2(x~1)+——+l 
x+ x+1 x+I 
2 
=y'=2- 
_. 
=y'>0©2~ n >0œ(x+1)”>1©x<-2,x>0 
+ 


=y'<0@-2<zx<0 „ 
pán: C. 


Inx+l =y'>0@Inx+l>0©Inx>—l©x>L 


y hàm số đồng biến trên khoáng (+=) = hàm số đồng biến trên 
e 


thoảng (1;+ee). 
Cu b0 TẾ __ 2+ 
£?*+e*+r1 £?* +ơ”+1 , 
2£? (227 +ø* +1)—(2£?* +e*)2e* 2e! —2¿* “ 2£? (e?*—1) 
(e +et+I) š (?*+e*+1} _(e##+e+ 
*>y'>0@x>0, y'<0@œx<0 


y trên những khoảng nào chứa 0 thì hàm số không đơn điệu. 
p án: D. 


y'= 
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Ễ 


4xÌ=4x 4x°¬4x 
7. Ta có y'= '>0© >0 4xz”—4x>0(* 
>-ằ-- TT x'T2x°+3 ö “ 
Đến đây ta có 2 cách xử lý 4x? — 4x >0 


Cách 1: 4x°~4x>0 œ 4x(x—1)(x+1)>0 ta thử 1 giá trị x= 280 1tể6h( 


mãn nên 4x(x—1)(x+1)>0 @—1<>xz<0vx>1 


Chú ý dấu của hàm bậc 3 sẽ đan dấu giữa các khoảng nghiệm 
Cách 2: Từ các đáp án ta chọn các giá trị của x thử vào (*) để tìm đáp án đú 
Thử với x=0,001 vào (*) thấy không thỏa mãn = loại đáp án A, D 
Thử với x=2 vào (*) thấy thỏa mãn — Đáp án: C, 
tữx= VAT xinà 


c?2z+6 


8, Ta có y'=— =y'>0«©2x-2<0«© x<1. 


9. Đối với bài này thì ta có thể dễ dàng nhìn ra đáp án đúng là C nhưng: 
dạng này, ta hay dùng tính năng TABLE để khảo sát tính biến thiên của 
đáp án. 
Nếu khảo sát hàm lượng giác ta nên để ở chế độ Radian ( Shift + Mode + 
Bước 1: Nhấn MODE 7 
Bước 2: Nhập hàm cần khảo sát. Nhấn “=” 

Bước 3: Start? - Nhập giá trị khởi đầu, ở bài này là 0, sau đó nhấn “=” 
(Nhấn hai lần phím “=” đối với máy Fx570VN hoặc VINACAL 570ES Plus 
Bước 4: End? - Nhập giá trị kết thúc, ở bài này nhập Z 


Bước 5: Step? - Nhập bước nhảy của giá trị, thường thường là ) 


Sau đó sự ĐiẾP thiên được thể hiện SH cột fœ) 


Math 
l rap tIÌn, đụgg m sẩnu kị I„Ÿnng tr TTÊB 
Š|ñ: 53s |3: iš£g Ehtttt lần Lifễ S| HE |3: 230E 
sửa: ˆ1.Š089968398 2.0943981 


Ta thấy giá trị tăng đần chứng tỏ hàm số đồng biến trong (0;Z). Loại A 
Tương tự với các đáp án còn lại. 

10. Chọn z=2 ta được y=+xÌ—3x?+6x+l=> y'=3x?—6x+6>0,Vx hài 
số luôn đồng biến. Vậy dự đoán A là đúng. 
Chọn a=-3 ta có y=x”+12x?+36x+l=> y'=3x?+24x+36 = y'=0 lu 
có 2 nghiệm phân biệt. Suy ra hàm số luôn có cực đại cực tiểu. Vậy dự đo 
B đúng, 
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n z=0,5 ta có y=x tô c2 x19 y'2312 +32 = y0 dùng 


jo bấm thấy có 1 nghiệm thuộc khoảng (0;1) = hàm số không nghịch 
jến trong khoảng (0,1). 

đáp án D. Có 
'ì y!=3x?~6(a—lx+3a°—3a—> y'>0@©A'=-9z+9<0© a>I, 
số luôn đồng biến với a>1. 
áp án: D. 

Ách thông thường: để xét tính đồng biến ta cần tính đạo hàm 
3m(x+1° (x?—x+1)—m(x+1)) (2x—1) 
(z”—x+ 1Ÿ 

'Nên ta chọn cách thử đáp án 
'Với m = 0 dễ thấy y = 0 = loại A. Còn 3 phương án ta chọn giá trị m thuộc 
mà không thuộc C 


„ nhận thấy y' rất cồng kềnh 


—3(x+Ð? (x2—=x+1)+(x+1)(2x—1) 
(x2—x+1} 
ng Casio bấm ta được phương trình y'=0€x=-l;x=2 khi có 2 


ghiệm y' sẽ đổi dấu trên các khoảng xác định nên không đồng biến trên 
= loại B 


¡ những bài cồng kềnh thì thường sẽ có đáp án cụ thể 

Khả năng chọn đáp án C là rất cao. Khi đó ta nên chọn € ngay khi loại 2 đáp 

A,B. 

TXĐ: D=lR 

có y'=-3x? +6mx+3(1—2m) : 

Để hàm số (1) nghịch biến trên tập xác định ta phải có y'< 0với Vx 
©>~3x? +6mx+-3(1—2m) <0,Wx 
«®x?—2mx+2m—1>0, Vx 

© A=4(m—1)? <0 © (m—1)? =0 © m=1. Đáp án: A. 

'=ứn—1)3? +2mx+3m>—2 

Để hàm số (1) luôn đồng biến thì ta phải có y'> 0 Vx. 


họn m =— 1 ta có y`= 
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+) Nếu —1=0 ©mm=1 thì y'=2x+1 đổi dấu khi x qua —.., suy ra hài 


số (1) không thể luôn đồng biến. 

+) Nếu —1#0 ©ưmm+#1thì 

m—I>0 

A =-#m? +20m—8<0 

14. Thử lần lượt từng giá trị vào hàm số rồi đùng TABLE khảo sát hàm troi 
khoảng (~—1;1), Step = 0,1 thì chí có m = — 10 là thỏa mãn hàm số nghịch bi: 


* y>0ve| ©l<m<2 


2— =2< 2 
15. Có y'=- TU CỔ —.y'<0œ ch ©®-2<m<—I 
(x+zm) 7m S—I1 ((x+?m) #OQ) 


16. Có y'=3x? ~6(4—1)x+3a(4—2) 
Yêu cầu bài toán œ@ 3x? —6(z—1)x+3a(— 2) >0 xe [—2;—1] và [1,2] 
3(z—Ð+3 
XP. mứ 
~3@=Ù=3__„ 
3 
= Hàm số đồng biến trên (—œ;z—2) Và (a;+ee) 
Thử lần lượt các đáp án Ị, II, III thấy đều thỏa mãn đề bài, 
Đáp án: B. 
17. Cách 1: Ta có y'=—x?+2(a—l)x+a+3. Hàm số đồng biến (0;3) khi và tl 
khi y'>0,Vxe (0;3) 
«®T—x?+2(4—1)x+a+3>0,Vxe (0;3) 


© A'=9> 


, 


+ 
=a ST vưe (0:3) 
x 


+” +2x—3 
> ————.Y. 0;3 
=a>max TT xe[0;3] 
+?+2x—3 


: “.C 
Si AC [0;3] ta thấy max ƒ (x) = 5 


Khảo sát hàm số ƒ(z)= 


Vậy a>x. „ Đáp án: C. 
Cách 2: Thử lần lượt zme {—2;3;—4}, dùng tính năng TABLE để loại các 


đáp án A, B, D. 
100 


ch1: y'!=3x?—6(2m+1)x+12m+5 =m(—12x+12)+3x?=6x+5 


3x?—6x+5 
0,Vxe (2;+es <S—————.Y. 2;+œ 
xe( )©m 12œ-Ð xe ( ) 
2B 
o sát hàm số r0) =S xe (2;+e) ta thấy ƒ00>=m<f 


h 2: Thử những số thuộc những khoảng trong đáp án rồi dùng TABLE 
hảo sát x trong khoảng (2;10), Step = 1. 
ứ lần lượt z: = 0,3 thấy thỏa mãn. Loại A, B, €. 
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Bài 4. Tiệm cận 
I. LÝTHUYẾT 
1, Định nghĩa 
a. Tiệm cận đứng 


Đường thẳng x= xạ được gọi là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y= f(x) 
nếu ít nhất một trong các điều kiện sau thỏa mãn: 
lim £(x) =+e; limf(x) =—s; lim £f(x) =+e; limf(x) =—m°, 
xe" xe” x¬x®T xeg” 
b. Tiệm cận ngang 
Cho hàm số y =f(x) xác định trên một khoảng vô hạn. 
Đường thẳng y =y, được gọi là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nếu ít 
nhất một trong các điều kiện sau thỏa mãn: 


limf(x)=y„; limf(x) = yạ. 


.—— 


2. Các trường hợp cụ thể 


Hàm số bậc nhất trên bậc nhất (hàm nhất biến) y =-2X+Ð (an _ bm +0) 
mx+n 
+TXDP: D=R\(—A} 
mm 
& n ví a ' a 
TCĐ: I =œ==(đ):x=——;TCN: imy=-Š=>(d):y=-3 
D4 vế m Sóc IRPIDO Sa EEES 


x¬> 
m 


3. Tính chất đặc biệt về tiệm cận 


+ Tâm đối xứng của hàm số y= ng 


+ả 
tọa độ (-Š⁄2] 
cc 


là giao điểm hai đường tiệm cận c‹ "Ì 


+ Giao điểm của đồ thị với đường phân giác góc tạo bởi hai tiệm cận là hai 

điểm có Khoảng cách ngắn nhất trên hai nhánh đồ thị). 

+ Tiếp tuyến tại điểm M bất kì trên đồ thị cắt hai đường tiệm cận tại A và B 

thì ta luôn có M là trung điểm AB. 
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dạng toán 
trực tiếp tiệm cận của hàm số: 


Tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = = là: 
X 
2,x=2 B.y=2,x=2 
-2,x=2 D. y=-2,x=2 
Hướng dẫn giải 


x=~-2 vì lim ƒ(x) =—e, lim ƒ(x) = +ee; TCN: y=2vì lim ƒ(x) =2 


án:C. 
x°+2 


2, Số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y=-“; 5 là: 
x.-¿x 
B.2 C3 D.4 
Hướng dẫn giải 
Ð: D=lR\{0;2} nên ta xét các giới hạn tại 0, 2 để tỉm tiệm cận ngang. 


3 
Xét : lim y =lim s —. =x=0 là tiệm cận đứng, 
xo0" xo0' xˆ—2x 
3 
lim y=lim Š =+s  =x= 2 là tiệm cận đứng. 
xo?" xo2' Xế—=2X 


ch làm nhanh: : 
a thấy đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số có dạng: x=a, thông 


ường với a là nghiệm của phương trình x?—2x =0  a=0,a=2. 


hận thấy, với x=0-—>y có đạng R = x=0 là tiệm cận đứng 


1x=2-—>y có dạng Em x=2 là tiệm cận đứng. 
áp án: B. 
m cận liên quan đến tham số 


ể Liệt 
„ Giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y = Tấn g7 có tiệm cận 
Xx{x— 


ang đi qua điểm A(2;-2) là: 


0 B.1 Œ.—2 D.2 
: Nướng dẫn giải 
2 
o lim TẾ SƯ Go m. Nên tiệm cận ngang của đồ thị hàm số là y =m, 


x= @-Dx 
à tiệm cận ngang đi qua điểm A (2;~2) => m =—2. 
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Ví dụ 2. Đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
(n? - 1)x-3 


v= TẤT cắt nhau tại điểm A (~1;3) khi tham số n nhận giá t 
x 

trong tập: 

A.Ø B.{2) €.{-2} D.{—2;2} 


Hướng dẫn giải 
Đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị cắt nhau tại điểm 
A(T1;3) suy ra TCĐ: x=—1 và TCN: y =3 


Chú ý về điều kiện tồn tại tiệm cận y =-2X†b_ 
cx+d 


là: ad # bc, với bài toán nài 
ta có điều kiện là 
nẺ—1z~3 điều này luôn đúng với mọi n. 
2 _ _ 
= lim @ -Ủz-3 D SG 
x¬ảm  x+] 
Đáp án: D. 
SG: _ 
Cách khác: Ta nhập biểu thức lim Cả =ĐX =3 
xo X+1 
trị trong các phương án, X bằng 1 số to như X=100000. Nếu phương án n: 
ra kết quá 3 thì đó là phương án đúng. 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


=3©n?-1=3œ©n=+2 , 


—> CALC, gán A là các giá 


LG 
1. Cho hàm số y = _ với m là tham số. Với mọi giá trị của m 
% TỜ 


tập hợp các giao điểm của hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số đã cho là: 


A.Ø B. Đường thẳng y=SPxr im 


€. Đường thẳng x=3 ` D.Đường thẳng x-ễ. 


—~x-3 —x=7 
2. Cho hai hàm số y=——————— và y= . Tập hợp các giá trị của tham 
5: XinNEC 4” TT NIg c0 T0 VỤ CỐC Bia VỆ 


số m để hai đường tiệm cận của hai đồ thì đó trùng nhau là: 
.Á. tê B. +25 €0 D. +2 
2 5 
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5x-3 


ohàm số y=———————~ với m là tham số, Đồ thị hàm số đã cho 
x”-2mx+1 
ông có tiệm cận đứng khi m bằng: 
m=1 B. m=~1 Œ.-1<m<1 D. bến 
m<-1 
Bề AWEý v2 lc (i2 TS Cổ 2x-1 n 
m đối xứng của đồ thị hàm số y =6 là: 
x 
1-1;2) B. J(2;~1) C. 1(1;~2) D. I(-2;1) 
o hàm số ÿ _= , Trục đối xứng của đồ thị hàm số là: 
% 
-y=-4 =0 
,„X=-Yy B.x+y=-2 C. l¿ D. Thy 
x+y=~— - x¬y=2 


: 2(x-1 
ho hàm số ÿ = ( ) (C). Tìm trên hai nhánh của (C ) hai điểm A, B sao 


x+1 
ho AB ngắn nhất. Hai điểm A, B lần lượt là: 
(1:0),(3;4) B. (—1;0),(3;4) 
„ (1;0),(3;4) D. (-1,0),(—3;4) 


ho hàm số y = =—. „ Tiếp tuyến tại điểm M(0;~1) cắt hai đường 
x 


ệm cận tại hai điểm: 
. (1;2),(—1;—4) B. (~1;2)(-14) 


-Ö 1-2}„(;4) : D. (-1;~2),(1;4) 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
PT] 2D | 3€ | 4A | 5€ ]| 6A | 7A |] 
3 


ới mọi m ta luôn có tiệm cận đứng xz= li 
ó thể là trùng 2 đường TCĐ hoặc 2 đường TCN. 
iều kiện tồn tại tiệm cận của y .— là: 
x+mˆ~=4 : 
~1.(m?~4)#~8 œ m #‡+V7 


Khi đó dễ thấy 3 đồ thị hàm số đã trùng tiệm cận ngang với nhau 
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Ta chỉ cần tìm điều kiện để cho 2 TCĐ trùng nhau ©› m? ~4= 5  m =‡3 
3. Không có tiệm cận đứng khi x? — 2mx+1 >0,Vx 
©A'=m”—1<0€>—1<m<1 
4. Ta có TCP :x =—1 , TCN Mi 2n) 


Tính chất: Tâm đối xứng của hàm số y = ` an giao điểm hai đường 
cx 


tiệm cận. 
5. Ta có TCĐ: x=—3, TCN: y=l1. 
Phương trình đường phân giác của góc tạo bởi hai tiệm cận trên là 
—y=-4 
|x+3|=|y-1| s04 
x+y=-2 


Tính chất: Trục đối xứng của hàm số y = _ 
cx 


là hai đường phân giác 
của các cặp góc tạo bởi hai đường tiệm cận. 
6. Ta có TCP:x =— 1 „TCN:y=2. 
Phương trình đường phân giác của góc tạo bởi hai tiệm cận trên là 
x—y=~3 (đ,) ¬ _ : 
x+1|=|y-2|© . Ta tì lao điểm đ,,đ, với đồ thị, 
KHI ĐT TU Ta ừm giao điểm củn dd, với đồ tị 
Tính chất: Giao điểm của đồ thị với đường phân giác góc tạo bởi hai tiệm 
cận là hai điểm có khoảng cách ngắn nhất trên hai nhánh đồ thị. 
7. Từ tính chất trên ta sẽ dùng phương pháp thử đáp án. 
Thấy phương án A thỏa mãn tọa độ M là trung điểm của (1;2),(—1; -4) 
Tính chất: Tiếp tuyến tại điểm M bất kì trên đồ thị cắt hai đường tiệm c: 
tại A và B thì ta luôn có M là trung điểm AB. 
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Bài 5. Cực trị hàm số 


jêu kiện cần để hàm số có cực trị 
ấu hàm số £ có đạo hàm tại xạ và đạt cực trị tại điểm đó thì f'(x¿)=0. 
ý: Hàm số £ có thể đạt cục trị tại những điểm mà tại đó không có đạo hàm, 
iều kiện đủ để hàm số có cực trị 
H 1: Giả sử hàm số f liên tục trên khoảng (a;b) chứa điểm xạ và có đạo 
âm trên (a;b)\ (x„} 
iếu £'(x) đổi dấu từ âm sang dương khi x đi qua xạ thì f(x) đạt cực tiểu 
&ã: 
f'{x) đối dấu từ dương sang âm khi x đi qua xụ thì f(x) đạt cực đại 
Xắc ) 
h 1í 2: Giả sử hàm số f có đạo hàm trên khoảng (a;b) chứa điểm xụ, 
ạ) =0 và có đạo hàm cấp hai khác 0 tại điểm xạ. 
lếu £"(x,)<0 thìf(x) đạt cực đại tại xạ. 
lu f"(x;)>0 thìf(x) đạt cực tiểu tại xạ. 
trị hàm đa thức bậc 3: w = ƒ (x) = ax° + bx” +cx+đ (xzz0) 
ạo hàm: y =f (x)=3ax” +2bx+c 
iều kiện tồn tại cực trị 
làm số có cực trị c y =£(x) có cực đại và cực tiểu 
© £(x)=0 có 2 nghiệm phân biệt 
2 A' =b?~3ac >0 
Để hàm số không có cực trị  A'=b? —3ac <0) 
đó hàm số đạt cực trị tại x,,x, (x, < x;) là nghiệm của f£@‹)=0 
ếu hệ số a > 0 thì hàm số đạt cực đại tại xạ, đạt cực tiểu tại x, 
u hệ số a < 0 thì hàm số đạt cực đại tại x;, đạt cực tiểu tại x; 
ường thẳng đi qua cực đại, cực tiểu có phương trình 
2(c_b` —b€Ì chí ầ ép chia : 
⁄( Eˆ)»+| se chính là phần dư của phép chia : v 
£(x)=q(x).f(x)+rG@©) 
1 * * 
b3 b2 b1 
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2. Cực trị hàm đa thức bậc 4: y = ax^ + bx? + c(a 0) 
y = 4ax) +2bx =2x(2ax2 +b), đặt g(x)=2ax?+b 
+ Để hàm có CĐ, CT thì 2ax? +b =0 có 2 nghiệm phân biệt khác 0 
ab<0 
ø(0)0 


+ Hàm trùng phương chỉ có 3 cực trị hoặc có 1 cực trị. ị 
+ Để hàm số không có CĐ, CT y =0 không đổi dấu h 


0 
_* Để hàm số có 2 CĐ, 1 CT© Đ )=0 có 3 nghiệm phân biệt. 
yY(@6)=0 - 


+ Để hàm số có 1 CĐ, 2 CTe> ah ạ_ có 3 nghiệm phân biệt. 
y@)= 


+ Để hàm số chỉ có CT mà không có CÐ 


a>0 : 

Ầ JESE › có 1 nghiệm lạu =0 vô nghiệm ại 

M15 g(0)=0 ặ 

+ Để hàm số chỉ có CÐ mà không có CT: EỊ 
a<0 lị 

P. KP 0 : có 1 nghiệm « j[ g(x)=0 vô nghiệm ậ 

Tn n : 


+ Để hàm số có CĐ, CT thoả mãn điều kiện cho trước 
Cách giải thông thường (sẽ mất nhiều thời gian) 
-_ Điều kiện có CÐ, CT 
-_ Sử dụng định lý Viét, đấu tam thức bậc 2...trong từng bài toán cụ thể 
-_ Với dạng toán này cách làm nhanh ta thường dựa vào các đáp án thế 
ngược lại... 
3. Các đạng toán 
4. Dạng toán 1. Tìm cực trị của hừm số 
Phương pháp: , 
-_ Tính y, tìm các giá trị x làm cho y/ =0 hoặc y' không xác định 
-_ Sử dụng định lý 1, hoặc định lý 2 để xác định cực trị 
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4. Cho hàm số ÿ =(x+1)(x—2)”. 


ố cực trị của hàm số là: 
B.1 C.2 D.3. 


Khoảng cách giữa hai điểm cực trị của hàm số là: 
—4 B.0 €.4 D.2 
' Hướng dẫn giải 


0,x=2; x=0—> y=4;x=2—> y =0 


y khoảng cách giữa 2 điểm cực trị là 4(0-2} +(4-0} =2x5. 


inh, liên tục trên I# và có bảng biến thiên: 


Khẳng định đúng là: 

„ Hàm số có đúng một cực trị. 

, Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 

„ Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng —1. 
, Hàm số đạt cực đạt tại x = 0 và đạt cực tiểu tại x=1. 

Hướng dẫn giải 

sai vì hàm số có hai cực trị. # 

sai vì hàm số có giá trị cực tiếu bằng -1. 


245 B.2 c.4 D. 54⁄2 


Qi x,„x; (xy <x;) là 2 cực trị của hàm số khi đó giá trị x, —2x; là: 


=(~2)?+2(x+1)(x—2)=3x(x—2) vậy hàm số có 2 cực trị là 


sai vì hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên TR. 


=0,x=-1  B.x=0,x=2 C.x=1x=2 Ð.x=0,x=1 


lụ 2 (Câu 4 - đề minh họa THPT quốc gia 2017). Cho hàm số y= ƒ (x)xác 
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Câu 3 (Câu 5 ~ đề mính họa THPT quốc gia 201 
Số y=x?~3x+2 là: 
A. ve =4 B. yy =1 


7). Giá trị cực đại Yep của hài W 


€. ve =0 D. yeạ = 
Hướng dẫn giải 
- Ta có y'=3x?~3=y'=0« x=+1. Với hàm bậc 3 có hệ s 
thì hàm số đạt cực đại tại x=—1 (nghiệm bé của y'=0) 
Ycp= y(-) =4. Đáp án: A. 
b. Dạng 2. Tìm điều kiện của tham số liên quan đến cực trị 
VÍ dụ 1. Tìm m để hàm số y=x +mx+2 đạt cực tiểu tại x = 1. 
A,. m=-—1 B.m=~2 €C.m=1 
Hướng dẫn giải 
Do hàm số đạt cực tiểu tại x =1 nên ta thử trường hợp 
ng =j +3=0 
f'®,)=f")>0 " Ì61>0 
Khi m=-—3 ta có: y=x*Ì~3x+2=y'=3x?~3=0 © x”= 
Xét dấu y' ta đễ có hàm số đạt cực tiểu tại x =1. 
Vậy với m =~3 thì thỏa mãn điều kiện bài toán. 
Chú ý khi đề cho các phương án chỉ chứa 1 giá trị của m như trên thì ta có 
thể chọn D sau khi giải điều kiện ƒ'x)=0, mà không cần thử lại giá trị m. 


ố của x đương 


D. m=-¬3. 


=em=-3 


1©x=+i. 


Ví dụ 2. Biết rằng hàm số fœ) =ảẻ —x?+mx+mẺ có giá trị cực đại. 


Khẳng định đúng là: 

A.m>2 B.m<1 C.m>3 D.m>3 
Hướng dẫn giải 

Thử các giá trị với m =0 ta thấy f)=x° —x?=f'(x)=0 © x?-2ế= 


luôn có 2 nghiệm phân biệt nên luôn có cực đại và cực tiểu. Đáp án: B. 
Nếu đề cho các đáp án chặt hơn, 
loại như; 

A.m<3 B:.m<1 

Do m=0 thảo mãn nên loại D 


thì ta lựa chọn thêm giá trị m phù hợp để 


€.m>—1 D.m>3 
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tọn m=1 khi đó ta có fs)=.x°—xê +x+1=f'(x)=0 © x?—~2x+1=0 


n hàm số chỉ có 1 cực tiểu = m = 1 không thỏa mãn. 

p án: B. - l 

3 (Câu 8 - trích đề minh họa THPT quốc gia 2017). Tìm tất cả các giá 
thực của tham số mm sao cho đồ thị của hàm số y=xÝ+2mx? +1 có 


iểm cực trị tạo thành một tam giác vuông cân. 


1 1 
m=-+ B.m=-—1 €C.m=-= D.m=1 
ụ W 
Hướng dẫn giải 
ử đáp án ta sẽ ưu tiên thử các giá trị nghiệm trước, khi đó được đáp án 
ng là B. 


4. Cho hàm số y=àxi -mxe +(m? —3)x. Giá trị của m để hàm số có cực 


Ì, cực tiếu đồng thời x¿„,x„„ là độ đài các cạnh góc vuông của một tam 


1 1 u 
2Á. m=—-= B.m=-1 €C.m=-= D.m=,|~ 
#s to 2 
Hướng dẫn giải 
y=x”-mx+m?—3 


ó hai nghiệm phần biệt  A =12—3m2 >0 +—2< m<2(*) 
ễ xe, Xe; là độ đài các cạnh góc vuông của một tam giác vuông có cạnh 


uyền bằng ta phải có: 


œ >Ũ;Xéy >0 ÍXep-Xe«y>Ũ,Xe,„tXey>Ũ m>0,m?~3>0 
=© c 
Xóo †Xếr =š (xœ +xuŸ ~2Xœ.Xœ -Š mẺ ~2(m” ~8)=2 
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Cho hàm số £(x) =|x2 —3x+2|. Khẳng định đúng là: 
A. Hàm số đạt giá trị lớn nhất trên đoạn [—4;4 ] là 30 


B- Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất trên đoạn [~4;4] là = 


€. Hàm số đạt cực đại tại điểm x =š 


D. Hàm số đạt cực tiểu tại hai điểm x=1 và x=2 
2. Hàm số f(x) =x? Inx đạt cực trị tại điểm: 


1 1 
= - B.x=v Cx=— D.x= 
A.x=e x=we x s X K 


3. Số điểm cực trị của hàm số y =x?(2—x?) là: - 
A.0 B.1 €.2 D.3 
4. Cho hàm số y = mx” +(m—1)x” +1—2m. Giá trị của m để đồ thị hàm số cị 
có một điểm cực trị là: 
A.m<0;m>1 B. m<0;m>2 
C€.m<1;m>2 D. m<-1;m>2 


4 
5. Cho hàm số: y = Ö_ = maể tổ: Giá trị của m để đồ thị hàm số chỉ có cực tỉ 


mà không có cực đại là: 
A.m>-3 B.m>-2 €C.m<0 D.m<2 


6. Cho hàm số y = x ~(3m+1)x° +2(m+1) (Cm). Tất cả các giá trị m để 
hàm số có cực tiểu mà không có cực đại là: 


A.m<~2 B.m<—2 C€.m<-—1 Đ.m<0 
7. Giá trị của m để hàm số v-(-2}k + 3x? —2mx~—1 có cực đại, cực tiểu là Ặ 


A.me (—=;2)+t2(3;+e)\{4} B.me (—=;2)t2(3;+e) 
C.me (—=;1)©(3;+=) D.me (—=;1)©2(3;+=)\{4} 
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trị m để hàm số y = mx +(m? ~9)x? +10 có 3 điểm cực trị là: 


0<m<3 E 0<m<3 € 0<m<4 n 0<m<4 
m<-3 '|m<~4 "|m<-3 "|m<~4 
á trị m đế hàm số y=x!+(m? ~9)x? +3 có 3 điểm cực trị là: 

3<m<3 B.~3<m<4 C€.-2<m<3 Đ.-2<m<4 


ho hàm số y =2x” +3(m7—1)x? +6(m—2)x—1. Để hàm số nhận điểm 
(U~5) làm điểm cực trị thì giá trị của m là: 


m=~1 B.m=1 c.m=0 Ki ni 


ho hàm số y = x” —3mx? +Ím? ~1)x+2 . Giá trị của mà để hàm số đạt cực 


A.,m=8 B.m=-5 €.m=12 D.m=11 


ho hàm số y =2x'— 3(2m+1)x? +6m(m+1)x+1. Khoảng cách giữa 
¡ điểm cực đại, cực tiểu là không đổi là: 


Ä- || B. |m —2| C. v2 D.2 
Cho y=x” —3x”+mx—1. Giá trị của m để hàm số có 3 cực trị thỏa mãn 
+x? =3 là 
Âu n=Ẻ : B.m=-4 cm=Š D.m=Š 
' 5 3 5 2 


Cho hàm số y =—x'+2mx —4 (C,_). Các giá trị của m để hàm số có 
3 điểm cực trị của (C,) đầu nằm trên các trục toạ độ là: - 


Ä.m=5 B.m=2 Œ m=4 D.m=~— 


Giá trị của m' để hàm số yn —mx? -2(3m? -1)x+2 có hai điểm cực 


TÍ x¡, x; sao cho X;X,+2 (x+x „}=1 là: 


Gì) 
lạ 


4 2 
A.m=~ =_ C.m=—~ D.m=< 
m 4 B.me= D m 3 m 3 
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16. Cho hàm số y =.x —mx? +(m?—1)x+1 (C,„). Tất các các giá trị m để 


hàm số có cực đại, cực tiểu và Yeg + yey >2 là: 
1< 0 -2 ¬1 = 
& m< E <m<0 É: <m<0 Ð, 1<m< 
m>2 m>1 m>1 
17, Cho hàm số: y =x”—2m(m~—1)x +m +1. Giá trị m để đồ thị hàm số có 
cực đại, cực tiểu và các điểm cực trị tạo thành một tam giác vuông cân là ni 


A.m-=LEv3 Bim1#3 
2 2 
- p. m=—12 Š 


18. Cho hàm số y =— xŸ+ 3x—1., Xác định m (m e1 ) để đường thẳng d: 
y=mx~2m —3 cắt (C) tại 3 điểm phân biệt trong đó có đúng một điểm 
hoành độ âm. 

A.m<1 B.m<-2,m#z—9 
Œ m<0 D. m<-1mz—9 
' ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


1.Đùng Mode 7 khảo sát hàm số f(x) thấy ngay A đúng. 
x=0 
2.y'=2xIn(x)+x= y'=0© 1. Đáp án: D. 
xe TT 
tử _ 

Ngoài ra có thể dùng tính năng tính đạo hàm tại 1 điểm bằng máy tính 
Casio ( Tố hợp Shift + phím tích phân), đáp án nào cho đạo hàm tại đó bầ 
0 thì chọn. Ệ 


3. Có y'=4x—4x? =y=oolT- . Có 3 cực trị 
x=#i 
4. Nếu m= 0 thì y=—x?+1 
=y'=~2x,y'=f © x=0. Nên hàm số chỉ có một điểm cực trị. 
Vậy với m = 0 thỏa mãn. 
Nếu m0 thì y'=4mxŸ +2(m—1)x =2x(2mx? +m~—1). Để đồ thị hàm s 
chỉ có cực trị thì y' = 0 chỉ có 1 nghiệm © 2mx? +m—1=0 phải vô nghiệ 
hoặc có nghiệm kép x=0. 
Đáp án: A. 
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1¿2x)—2mx =2x(x?~m). Do hệ số của x* dương nên đồ thị đi từ trên 
¡ xuống dưới nên đồ thị chỉ có cực tiểu mà không có cực đại. 

thí và chỉ khi y'=2x(xÉ —m)=0 chỉ có 1 nghiệm 

m<0 


x2~m =0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép x=0 =ltspe men 


áp án: €. 
á y! =x)~2(8m +1)x= x(x°~2(8m +1) 


ö hàm trùng phương chỉ có 1 cực trị tại x = 0 hoặc 3 cực trị khi đó hàm 
ố có cực đại mà không có cực tiểu tương đương với hàm số có cực đại tại 


© y'=0 có duy nhất nghiệm x =0 và tại x= 0 thì y đổi dấu từ (-) sang (+) 


=0 có duy nhất nghiệm © 2(3m + 1) < Ö œ m = 
Ta có với m “-ã thìy' đổi dấu từ (-) sang (+) tại x= Ö. 
hà 
Vậy m <.: Đáp án: A. 
'a có y'=s(-abẻ +6x—2m. y có cực đại, cực tiểu thì trước hết 
s2z0 ©em+4. (1) 


Khi đó y' là tam thức bậc hai có A" =9+2m.3|Sì~2) =3(mˆ-4m+3). 


y có cực đại, cực tiểu khi và chỉ khi 

A'>0œ© m2-4m+3>0 © m<1,m>3. (@) 

Kết hợp với (1) và (2) ta có những giá trị của m thôa mãn yêu cầu bài 
toán là me (—=;1)k2(3;+)\{4]. 

Để hàm số có ba điểm cực trị thì trước hết hàm số đã cho phải là hàm bậc 


4, tức là m #0. Ta có: 
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2 
y! Am +a( mỗ=9)x= Ams sở + T) 


2m 
t(x) -[* + mộ n) 


Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi 
y' có 3 nghiệm phân biệt © t(x) có 2 nghiệm phân biệt khác 0 


0<m<3 
m<=3 


m?-9 


-Ầ© 


<0 m(m?—9)<0 œ [ 


9. Ta có y'=4x° +2(m°—9)x =2x(2x?+m?T—9). Đặt t(x) =(2x°+m?~9 
Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi 
y' có 3 nghiệm phân biệt © t(x) có 2 nghiệm phân biệt khác 0 
© m°-9<0«œ©-3<m<2. 
10. Có y'=6x?+6(m—1)x+6(m—2) 
Hàm số nhận A (1;—5) là cực trị khi 
y')=0«© 6+6(m~1)+6(m—2) =0 © m =1 
11. Hàm đạt cực đại tại x= 2 nên y'(2)=0 
=1 
© 3.2? ~6m.2+(m? ~1) = 0 © m2 -m+11<0 | nh 
m= 
Dựa vào các phương án ta chọn đáp án D. 
12. y=6x?—6(2m+1)x+6m (m +1) 
Xét phương trình: y' =0 œ x°~(2m + 1)x+m?+m=0 
Ta có A=(2m+1)Ì~4(m®+ m)=1> 0= y =0 luôn có 2 nghiệm, 
cản Ề TƯ F x=m 
Hàm số luôn có cực đại, cực tiểu với mọi m. y=0 5 
x=m+1 
Các điểm cực trị là A(m; 2m°+3m” +1), B(m+1; 2m” +3m) 
= AB=2. Đáp án: C. 
Cách khác: Chọn m = 0, tìm điểm cực trị của đồ thị hàm số ứng với m= 
Rồi tính khoảng cách giữa 2 điểm cực trị. 
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Ta có: 

F(x)= x?— 3x? + mx~—1; £'(x) = 3x? -6x+m =0; A'=9—~3m 
š hàm số có hai điểm cực trị x,,x„ thì phương trình (1) có hai nghiệm 
ân biệt© A =9—- 3m >0 © m <3 


X+ x¿= 2 


xi +x2 =3 © (xi +x;)”—2XiX, =3 4-2. T=a© m=Š 


a có: y =—4x” +4mx; y=0 s[ 
ới m >0 thì (C,.) có 3 điểm cực trị 
A(0;—4, B(—(m;mẺ 4), C(Ím;mÊ —4). 
m>0 

y ~ 
mˆ—=4=0 
Ta có y'=2x?~2mx—2(3m? —1)=2(x”T~ mx— 3m? +1), 
(x)=x?mx~3m? +1 là tam thức bậc hai có A=13m?~4. 
o đó hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi y' có hai nghiệm phân biệt 


m „213 


œ t(x) có hai nghiệm phân biệt œ A>0 œ 13, (D 


2413 
18 


;X¡, x„ là các nghiệm của t(x) nên theo định lý Viét, ta có 


ể A, B, C nằm trên các trục toạ độ thì B, € 6 0x$s| m=2., 


X;†+x;=m 
x;x, =—=3m? +1 
o đó: 
X;x,+2(x,+x;}=1 © -3m?+2m+1=1 
m=0 
«© -3m?+2m=0 @ 2- 
Thả 


- Đối chiếu với điều kiện (1), ta thấy chỉ m =ã thỏa mãn yêu cầu bài toán. 


. Cách khác: Sử dụng cách thử các đáp án 
Đáp án: D. 
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16. Ta có: yˆ=x?—2mx+m2~—1, y=o=| XE, 
x=m-—]1 
Xe ty >2 2m =2m +22 c1 TI" S0 
Đáp án: C. 
17. y'`= 4x)—4m(m —1)x = 4x(x?—mˆ? +m) 
Để hàm số có CĐ, CT thì y'= 4x(x?—m? +m) =0 phải có 3 nghiệm phân 
biệt © m<0Lm >1 
A(0;m+1); BỊ mẺ ~m;—m°(ma~1? +m +1); c- mn?—m;-m”(m— 


Tam giác ABC vuông cân  AB.AC =0 —(m? —m)}+ m'“(m~1)* =0 
R An 


Cách thảm Sử dụng tính chất với hàm bậc 4 trùng phương thì 3 điểm cực 
trị tạo thành 1 tam giác vuông cân thì ta có hệ số b của x? bằng —2 (b=-2). : 


1#+x⁄5 
An 


Khi đó ta có ~2m(m~—1)=~2 © m(m—1) =0 ©œ x= 
Đáp án: C. 
18. Cho phương trình hoành độ giao điểm của d và (C): 
xỶ +(m~3)x~2—2m =0 
x=2 
x?+2x+m+1=0() 
YCBT tương đương với (*) có 2 nghiệm phân biệt khác 2 và có đúng 


1 nghiệm âm 
Ta xét 2 trường hợp: 


©® (x—~2)(x?+2x+m+1)=0 "| 


P= 1= 
+ Œ!) có 1 nghiệm âm và 1 nghiệm bằng 0 © : ng 
S=-2<0 
P= 1<0 —1 
+ (*) có 2 nghiệm trái đấu và khác 2 @ 4` — m+1< án 
2?+2.2+m+1z0 mz-9 


Kết luận: m <—1, m #—9., 
Đáp án: D. 
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Bài 6. Sự tương giao của đồ thị hàm số 
trơng giao giữa đồ thị hàm đa thức với đường thẳng 
Cho hai đồ thị (C,): y=f@x) và (C;):y=g@9- 
Để tìm hoành độ giao điểm của (C+) và (C2) ta giải phương trình (gọi là 
phương trình hoành độ giao điểm): f(x)=g(x) Œ) 
ố nghiệm của phương trình (*) bằng số giao điểm của hai đồ thị. 
` Số giao điểm của đồ thị (C) của hàm số bậc ba: y =f(x) =ax? + bx” + cx+d 
với trục hoành bằng số nghiệm của phương trình ax? + bx? +cx+d =0 (1) 


t số dạng câu hỏi thường gặp 
Tìm điều kiện để đồ thị (C) và trục hoành có 1 điểm chung duy nhất 


# không có cực trị $ 
© | Í7 có 2 cực trị  © Phương trình (1) có 1 nghiệm duy nhất. 
A28 >o 
Tìm điều kiện để đồ thị (C) tiếp xúc với trục hoành 
(C) tiếp xúc với 0x  Y có 2 cực trị Và ycp-ycy =0 © Phương trình (1) có 
ứng 2 nghiệm 
Tìm điều kiện để đồ thị (C) và trục hoành có 3 điểm chung phân biệt 
(@ cắt Ox tại 3 điểm phân biệt © y có 2 cực trị và yep-ycr <0 
Phương trình (1) có 3 nghiệm phân biệt 
Số giao điểm của (C): y = ax" +bx? +c với trục 0x bằng số nghiệm của 
ax?+bx?+c=0 (1) 
=x?,t>0 
' at?+bt+c=0 (2) 
Để xác định số nghiệm của (1) ta dựa vào số nghiệm của (2) và dấu của chúng. 
(2) vô nghiệm 


(1) vô nghiệm  « | 2) có nghiệm kếp âm 
(2) có 2 nghiệm âm 


ax!+bx?+c=0 (1) =| 


ẫ (2) có nghiệm kép bằng 9 
(1) có 1 nghiệm œ l8 có 1 nghiệm bằng 0, nghiệm còn lại âm 


VÀ (2) có nghiệm kép đương 
(1) có 2 nghiệm £* lỗ có 1 nghiệm đương và 1 nghiệm âm 
(1 có 3 nghiệm @ (2) có 1 nghiệm bằng 0, nghiệm còn lại dương 
(1) có 4 nghiệm « (2) có 2 nghiệm dương phân biệt 
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Ví dụ 1. Biết rằng đường thẳng y=~2x+2 cắt đồ thị hàm số y =xŸ+x+2 
tại điểm duy nhất; kí hiệu (x;;yạ) là tọa độ điểm đó, gia trị của yạ là: .. 
A.yg,=4 B. vạ=0 €. yạ=2 D. yạ=~—1 

Hướng dẫn giải 
Cách 1: Phương trình hoành độ giao điểm: 
~2x+2=xÌ +x+2 © xŸ +3x= 0 © x =0 => y =2 
Cách 2: Dùng chức năng Table trên máy tính: 
Nhập f(X)=~2X+2;g(X)=X?+X+2 
START:-4; END:5; STEP: 0,5 
Nhìn bằng ta thấy tại x=0 thỉ f(x)= g(x)=2 nên giao điểm của hai đồ thị 
hàm số là (0;2)=> yạ =2 
Đáp án: C. 
Ví dụ 2. Cho hầm số: y =x°~—(2m +1)x? + (m~—1)x+m +1(Cm). Tìm m để 
(Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt. 
A.m>1 B.m+0 C.1mn>0 D. m<~—1 
Hướng dẫn giải 
+ Để (Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt thì phương trình: 
x?—(2m+1)x? +(m~1)x+m+1=0 (x=1)(x?—2mx~m~1)=0 
phải có 3 nghiệm phân biệt. 
© x?~2mx~m~—1=0 phải có 2 nghiệm phân biệt x,, x, khác 1, 
Ƒ&#k EiE lt 
knả ©mz0., 
12~-2m.1-m~1z0 ` |m+0 
Ví dụ 3. Cho hàm số y = x?— 3x? ~9x+ m(C,„). Giá trị của m để (C„) cắt 
Ox tại 3 điểm phân biệt là: ñ 


A,. —4<m <21 B.m>1 
€ -6<m D.-5<m<27 
Hướng dẫn giải 


Phương trình hoành độ giao điểm của (€) và trục Ox: 
x?—3x?—9x+m =0 œ x3 —3x2~9x =—m 
Xét hầm số y = xÌ~9x?—9x(C) có y'=3x?~6x~9=3( x2 ~2x—3) 
=—1 
=y'=0 "|. = (—1/5),(3;~27) là 2 điểm cực trị của đồ thị hàm số (C) 


(C) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt ©—27 <—m < 5© ~5 <m.< 27. 
Đáp án: D, ì 
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Tương giao giữa đồ thị hàm phân thức và đường thẳng 


nH Ƒ 
lì lụ. Giá trị của m để đường thẳng d: y=—x+m cắt đồ thị (C): y =¬ 
x- 
2 điểm phân biệt: 
.meR nh C€.0<m<4 D.mz1 
m>á4 
Hướng dẫn giải 
hương trình hoành độ giao điểm của d và (C) 


xa xưm © f(‹) =—x?+mx—m =0,x#—1 (1) 
x- 
d) cắt (C) tại 2 điểm phân biệt khi và chỉ khi (1) có 2 nghiệm phân biệt 

A=m-4m>0_ |m<0 
= Ầ° 

f1) =-1#0 m>4 
áp án: B, 
, BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

2 

ho (P) là đồ thị của hàm số y=- +. (đ) là đường thắng đi qua 


m A(1;—1) và có hệ số góc bằng k. Giá trị thích hợp của k để (đ) cắt (P) 
ại hai điểm phân biệt là: 

A.k<-lk>2 B.Với mọik €.-1<k<2 D.-2<k<1 
Cho hàm số y =x° +3x? ~m+2 (C„„). Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm 
ố (C,„) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt. : 

.0<m<6 B.—-l<m<6 

„2<m<6 D. Kết quả khác 

ọi(C,) là đồ thị của hàm số y =xŸ +ax? ~4. Để(C,) chỉ cắt trục hoành tại 
luy nhất một điểm, giá trị cần chọn của a là: 

.a>3 B.a>-3' Ca<3ˆ D.a<-3 

làm số y =(4—x)(1— x)? có đồ thị (C). Gọi (4) là đường thẳng đi qua giao 
iểm của (C) với trục Oy và có hệ số góc là k. Để (d) cắt (C) tại 3 điểm phân 
lệt, giá trị thích hợp của k là: 

-k<0 B.k»>0; kz9 C.k<1; k~4 Đ. k>1; k-3 


+3x?+5—m =0. Giá trị của m để phương trình có 
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6. (H) là đồ thị của hàm số y = —., còn (d) là đường thẳng y =kx—2. Để . 
x 


(d) cắt (H) tại hai điểm phân biết, hệ số góc k của (d) phải thỏa đều kiện: 


1 1 k#0 z 
A.k<-—;k>2 B.k<-2;k>—~ € 3 D.k#z-2;k>— 
2 2 Kế : 


7. Cho đường cong V nG 
biệt với m là: 
A.m<0vm>4 B.0<m<4 C.mel§ D.m>0 

2 
8. Hàm số “ (C) và đường thẳng (đ) : y = kx+1 cắt (C)tạih 


điểm thuộc hai nhánh khác nhau thì giá trị k là: 
A.k>1 B.k<1 C.k>2 D.k<2 


9. Cho (C):y “... (đ):y =a(x+1)+1. Giá trị của a để d cắt (©) tại k 
điểm phân biệt có hoành độ trái dấu: : 


A.a4t B.aE-;a=1 €a>1 
2 2 


10. Đường thẳng y=~x+m luôn cắt đồ thị y = -= tại hai điểm P và Q, 
x+ 

Để đệ dài đoạn PQ ngắn DI gía trị thích hợp cho m là: 

A.m=-~1 B.m=1 €C.m=~2 D.m=2. 

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


1.B 2.C 3.C 4A |5.D 


1. Dùng phương pháp loại trừ 
Trường hợp 1: Thử với k= 3 =4: y=3x-4 
Xét phương trình hoành độ giao điểm của d và (P) : 


SƯ C00) 3x—4 ©s x2 +16x ~24= 0Œ) 


Ta thấy À'=64+24=88 >0 => (*) có 2 nghiệm phân biệt — k = 3 thỏa 
mãn => Loại C,D h 
Trường hợp 2: k=0 my: »= ¬l 

Xét phương trình hoành độ giao điểm của d và (P): 


¬Ễ.-grồ=-JSaZ4x-izeli =5" 
4 x= 


Vậy k= 0 thỏa mãn. Loại A. 
Đáp án: B. 


122 


u cầu bài toán © Hàm số có 2 cực trị và er-Yc; <0 (*®) 
x=0> =2—m 

y'=3+? +6x=y'=0 © Tcr 
x=~2>.y¿;=6—m 


=(Œ © (2—?)(6—m)<0 ©>2<m<6 


x=0=y=—4 
=3x?+2ax—= y'=0© v..x22 - _8a” L: 
3 27 9 
C,) chỉ cắt trục hoành tại duy nhất một điểm 
—8a?” 4a? 


+——-4<0œ©z<3 
9 : 


ét phương trình hoành độ giao điểm: ˆ 
4— x)(1— x)? =kx+4 © x°~6x?+(9+#)x=0 


x=0 
= 
x°=6x+9+k=0 (9 
êu cầu bài toán ©(*) có hai nghiệm phân biệt khác 0 
«©k<0;#¿#z9«ầ>k<Q0 
Lập bảng biến thiên hàm y = x* +3x? +5. (biện luận số nghiệm bằng đồ thị). 
ó thể thử giá trị đặc biệt của m ứng với các đáp án để xem có thỏa mãn đề 
đây ta đưa về phương trình bậc 2 biến t rồi bấm máy tính Casio) 
Xét phương trình hoành độ giao điểm: 


cs4, x=0 
XŠ—Ê ~x~2 © Kx?+(2k—3)x=0 3—2k 
x+2 x=—— 
* 

=. tà<27 [kẽB 
Yêu cầu bài toán > £ = 3 
—2k k#= 
z0 2 
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7. Tương tự bài tập 6. Đáp án: A, 
8. Xét phương trình hoành độ giao điểm: 
2x?—2x~2 
x-1 
Yêu cầu bài toán «> (*) có hai nghiệm phân biệt x,,x, thỏa mãn X),X; # 
'Và xị<l<x; 


=kx+1©(2—k)x? +(k—3)x—1=0 (*) 


2-k+k-3—lz0 
©® 4(x—D( <0 “| 
k#2 


Xi*; —Œxị +x;)+1<0 


k#2 c 


1a 
Theo định lí Viét ta có ~2 k thay vào (**) và giải hệ được k < 2 


9. Xét phương trình hoành độ giao điểm: 
x?+3x+3 
x+2 
Yêu cầu bài toán ©>(*) có 2 nghiệm phân biệt trái dấu và khác ~ 2. 
A=(3a~2)?~4(a—1)(2a—1) >0 
2a—1 
a-1 
(2)z0 
Đáp án: D. 
10. 


Cách 1: Ta chứng minh được PQ ngắn nhất thì đường y.= — x + m phải đi 
qua tâm I(— 1;2) lúc đó m = 1. Đáp án: B. : 
Cách 2: Dùng phương pháp thử đáp án ở bài này cũng khá thuận tiện, 


=a(x+1)+1 © (a—1)x? +(3a~2)x+2a—1=0 (*) 


c5 


1 
<0 Á©—<z<l 
2 a 
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: Bài 7.GTLN, GTNN của hàm số 
THUYẾT ì 

 rìm GTLN -.GTNN của hàm số trên khoảng (a;b) 

tước 1. Tính£ '(x). Tìm các điểm trên khoảng (a;b), tại đó f'(x)= 0 hoặc 

(x) không xác định. 

tước 2. Lập bảng biến thiên 

ước 3. Từ bảng biến thiên suy ra mạx £(x) và mịn f(x) 


m GTLN — GTNN của hàm số y = £(x) trên đoạn [ a;b ] như sau 


ước 2. Giải phương trình: f{x) =0,tìm các nghiệm x,;x;;...;X„ € (a;b) 


5;4 B. gu) C. „i2 D. ø;13 
3 3 3 
Hướng dẫn giải 


f)=I—Š trên [ 3]ta có ::f'(x}=0 @x=2 


‡(1)=5; f(2)=% E(3)=^S. 
Vậy xpinfGS) =4; Tnax(x) =5. Đáp án: A. 
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Ví dụ 2. Giá trị lớn nhất y = x/x2 +3 — xlax trên đoạn [2] la 

A.3 B. V7 -lIn2 c. j7 p.2 

Hướng dẫn giải 
x x 
y= —mx=i=[ “1]-Isx<0yxetu2] 
he +3 vx?+3 
Suy ra, hàm số đã cho là hàm nghịch biến 
nên mỉny =y(2)= 47-2In2; maxy = y(1) =2 
112] 121 


Đáp án: D. 
x=m?+. 


Ví dụ 3. Giá trị nào của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) = 
x+ 


trên đoạn [0; 1] bằng —2 là: 


A. m=-l,m=-2 B.m=-lm=2 
€.m=1m=~2 D.m=1,m=2 
Hướng dẫn giải 
f(x) =‡CPELEPẺ >0, vm 
(x+13) 


Vậy f(x) đồng biến trên [0:1] với mọi m. 
> minf@) =f(0)=—m?+m 


Do đó yêu cầu bài toán ©> =m? +m =—2>m =—1, m=2. 
Cách khúc: 


x =f(x)= 


= >0 = minf(x)=£(0)= 


Thay m =~— ta có Í(x)= 


Vậy loại C, D. 


Thay m=~2 ta có fe)=5= =f'(x)= z 
x 


=> min f(x) = £(0) = ~ó. Vậy loại A. 
Đáp án: B. 
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dụ 4 (Câu 10 đề minh họa THPT quốc gia 2017). Cho một tấm nhôm hình vuông 
cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, 
ỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây 
được một cái hộp không nắp. Tìm x để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. 


C.x=2 D.x=4 
Hướng dẫn giải l 

=x(12—x)?;x (0;6) khảo sát hàm bậc 3 trên (0;3) ta được giá trị lớn nhất 

a V đạt tại x=2, Đáp án: C. 

BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


"ống giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 3x” — xŸ—7x+1 trên 


'h GTNN và GTLN của hàm số y= ƒ(x)=—x+1 — trên đoạn [—1;2] là: 
X 


B.2 €4 D. 3 
rị nào của m để hàm số y= (x+2)\j4—x?' đạt giá trị lớn nhất là 3⁄3 
-^2 B. —1 C.1 D. 2 


á trị nào của m để hàm số y=(3—x)x1+zˆ đạt giá trị nhồ nhất là /5 trên 
oảng[0;mm]là: 
1 B. v2 C.2 P.5 


ậ x+l 
ng bình phương giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 
V v + 
n đoạn [-12] là: 
1 : B.2 C5 2 D.4 
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6. Tìm a để GTNN của /(x) — 2x+€ trên khoảng (0;3) bằng V2 lạ: 


A.1 B. Sộ €. 3 D, ., 
# 3 4 
7.GTLN của #(x) =2InZ—~9x trên khoảng (52) tại: 
—x 
A-x=t B.x=O Cx=2 p2 
e 
ĐẤP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
1.D 2B | 3.D |] 4C ]| 5.B 6D | 7.A, 
1. Đáp án: Ð, 
x=l #@)=-~4 
Ta có: y'=O0 @ 9x? —2x—7=0 + 7 ¡ 1 /(0)=1 
—e |O;2 
9 [o2] ⁄Œ@)=7 
Vậy max ƒ(x) = ƒ(2) =7: min ƒ(x) = ƒ(1)=—4 
I0:2] [o2] 
2. Đáp án: B. 
ýC1)=~2 
4 x=—4#£[—1:2] 
Ta có: y'= —l+——= ; O)=—1 
acó: y'=0« tuy “l: @) 


#Œ) =~2 
Vậy 7? Z#Œ) = ƒ(0)=—L; tre =#C—D=ƒŒ)=-2 

3. Đáp Xi s Thử BIÁ trị của m sau đó cho đạo hàm bằng O tìm nghiệm rồi sau đó SIẾY ; 
nghiệm đó vào y xem có thỏa mãn đề. ? 
Cách khác: Để y=3^/3 nhấm thấy có A3 nên trong căn có x=1 từ đó nhẩm thấy - 
m=2 thì y=32/3. 

4. Đáp án: €. 
Cách 1: Xét phương trình 4⁄5 =(3—x)N1+x? @œx=2 


43—x) 2 
Ta có: y'=0 e>—V1+x? +Ỷ=ẽ=0©œ2x —3x+1=0«< 
1+x? 


Z(1)=243;/(0)=3; /(2) -;/(š)=5⁄° 


Cách 2: Thử thấy x = 2 thì y = V5. nên ta chọn € hoặc D. Thử D thì sẽ y xấp xĩ 1,8 
5 tại x=V/5 nên không thể nhận giá trị nhỏ nhất là ^/5. 
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có HT: Ta xét giá trị y(—1)=0,y(1) =v5.y(2)=- 


đó y đạt giá trị lớn nhất là 4/2 (tại x=1), đạt giá trị nhỏ nhất là 0 (tại x=~-1) 


lậy tổng bình phương cần tìm là: 2. 


2— 
1090 9016 an (xe (0;3);a >0) 
*x x 
xác định trên khoảng nên nếu tồn tại giá trị lớn nhất, nhỏ nhất thì nó sẽ làở 


cực trị Để GTNN của ƒ(x)=2x+-2 trên khoảng(0;3) là V2 thì; 
x 


Hị 

0<(jS <3 Ỷ 
0<[E<3 

a 2 -c®a= 


RH X2=242a 
z 


lên trên (s¿) Ta thấy: 


max ƒ (œ) =7)=-2n2~3 = x=S. 
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Bài 8. Đồ thị và điểm đặc biệt 

1. Điểm đối xứng 
a. Hàm số chẵn - lẻ và tính đối xứng 

Cho đồ thị (C) của hàm số y =f (x). 

+ Nếu f(x) là hàm số lẻ thì (C) nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng. 

+ Nếu f(x) là hàm số chẵn thì (C) nhận trục tung làm trục đối xứng. 
b. Công thức tổng quát về tâm đối xứng 

Đồ thị (C) nhận điểm I(a, b) làm tâm đối xứng khi: 

f(a + x)+f(a—x)=2b, với mọi x. 
c. Công thức tổng quát về trục đối xứng 

Đồ thị (C) nhận đường thẳng x = a làm trục đối xứng khi: 

f(Ía + x)=f(a—x), với mọi x. 
Một số lưu ý về điểm đối xứng của một số hàm hay gặp: 
+ Hàm bậc ba: Tâm đối xứng của đồ thị hàm số chính là điểm uốn. 
nỒ 
+ Hàm phân thức có dạng “>Ẻ, 4!” +#+€_ màn đổi xứng của đồ thị 
cx+d Dpx+q 
hầm số là giao điểm hai đường tiệm cận. 


—=xở 
Ví dụ 1. Cho hàm số y=—”—+3zm°x?—2zm°,C„ với m =1, m =—1 thì tâm đ 
(2 


xứng của Cm lần lượt là: 


A. (1;0) và (1;0) B. (1;0) và (-1;2) 
€. (-1;2) và (0;1) D. (-1;2) và (1;0) 
Nướng dẫn giải 


Với m =1, m=~1 có y=-x)+3x?—2; y=~3x2+6x;y”=—6x+6 
y=0®~6x+6=0 @ x=1. Có y(1)=0. 
Vậy tâm đối xứng của Cụ trong 2 trường hợp đều là (1; 0). 

Đáp án: A. 


2. Điểm cố định 
a. Tìm điểm cố định của hợ đồ thị 


Cho họ đồ thị (Cm) có phương trình y = f(x; mì) với m là tham số. 


Tìm điểm cố định mà mọi đồ thị (Cm) đều phải đi qua. 
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pháp giải 
n đổi phương trình y = f(x; m) ra dạng một đa thức theo biến m như sau : 
y).m2 + B(x; y).m + C(x; y) = 0 (tùy thuộc vào bậc của m). 
A(x; y)=0 
¡ hệ 4 BŒx; y)=0 để tìm tọa độ điểm cố định của họ đồ thị. 
C(x; y)=0 
iểm M mà có đúng 0, 1, 2, ... đồ thị (Cm) đi qua 
ơng pháp giải 
iến đổi phương trình y = f% m) ra thành một phương trình mà m là ẩn số. 
có đúng một (hai, ba,...) đồ thị (Cm) đi qua điểm MÍ(x„; yạ) thì 
lương trình y„ = f(x; m) có đúng một (hai, ba,...) nghiệm (ở đây m là 
iệm số). 
1. Cho hàm số /Ÿ(X) = x +@m—1)x?~20m+1)x+ m—2 (Cm) m là tham số. 
m cố định mà đồ thị luôn đi qua là: 
M(1;4) B. A2 (—1;—4) €. M(—1;4) D. (1,—4) 
Hướng dẫn giải 
phương trình 
~1)x”=2(m+1)x+m—2~ y=0© mỌ2 ~2x+1)+32=x?—2x—~ y—2=0 
ơng trình nghiệm đúng mọi m khi: 
x?~-2x+1=0 x=l 
bê —x?—~2x—y—~2=0 3 ÿ == 
y (Cm) luôn đi qua điểm cố định 4 (1,—4). . 
ách khác: Lấy 2 giá trị m bất kì như m = 0, m = 1 khi đó ta được 2 đồ thị 
m số (Ca,Cz} 
tọa độ M nào trong 4 phương án đều thuộc C¡, C¿ thì đó là đáp án. 
ểm có tọa độ nguyên 
ng dạng toán này thường đối với các hàm hữu tỉ 


- ti VD ax+b 
ax+b, "Í ex+d 
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Cách giải thông thường: 
Ta biến đổi dạng y= 4(x)+ 


2 trong đó qŒ°) là một đa thức. 
a'x+P' 

Khi đó để ye Z thì z'x+b'<Ư(A) 

- Tìm tất cả các Ư{A} 

- Tìm tất cả các giá trị xe Z sao a'x+b'e Ư(A) 

Cách giải nhanh: đối với các dạng toán trắc nghiệm thì khi đã biết các 
đáp án thì chỉ cần thay ngược lại các đáp án vào hàm số đã cho xem có t 
mãn hay không. 


x?—5x+5 


: Ví dụ 1. Cho hàm số y nh . Tìm điểm trên đồ thị sao cho tọa độ cá 
„= 
điểm đó là các số nguyên. Điểm đó là: 
A. (4:1) và (2;1) B. (-4;0) và (-2;1) 
€. (4;3) và (2;-1) Ð. (-4;0) và {-2;0) 
Hướng dẫn giải 
Ta sẽ thay hoành độ các điểm trong các đáp án để tìm kết quả. 
Lần lượt thay: : 
41 19 
LG CUNG SE ĐEN. NNGRGOREEI 
Đáp án; A. 
+4. Điểm đặc biệt liên quan đến tiệm cận của đồ thị hàm số 
a. Một số kết quả quan trọng về đồ thị của hàm nhất biến y = — (c 
c 


1, (C) nhận giao điểm hai đường tiệm cận làm tâm đối xứng. 
2. (C) nhận hai đường phân giác của các cặp góc tạo bỏi hai đường tiệm 
cận làm trục đối xứng. 
3. Tiếp tuyển của (C) tại một điểm M bất kì cắt hai tiệm cận lần lượt là A và 
tạo thành một tam giác có diện tích không phụ thuộc vào vị trí của M, n‡ 
ra M là trung điểm đoạn AB. 
4. Nếu đường thẳng y=kx+m (kz 0) cắt đồ thị (C ) tại hai điểm A, B và 
hai đường tiệm cận tại M và N thì hai đoạn AB, MN có cùng trung điểm. 
BÃI TẬP TỰ LUYỆN 
Cho hàm số y=xŠ—x°—x Xác định cặp điểm thuộc đồ thị hàm số và đối 
xứng nhau qua trục Öy: 
A. (0,0) và (1,0) B. (1,—1) và (—1, —1) 
€. (—1,1) và (1,1) D. (2,0) và (—2,0) 


1 
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hàm số y = +` + mx° +9x+2 Xác định m để đồ thị hàm số có đúng một 
điểm đối xứng với nhau qua gốc tọa độ O(0;0) là: 
m<0 B.m>0 C.m>~—4 D. m<—4 


'ho hàm số y = . Cặp điểm trên đồ thị hàm số đối xứng nhau qua 
_= 
ờng phân giác thứ hai là: 
1-1) và (-1,1)  B.(10) và (0,1) C. (1,0) và (0,-1) Ð. Đáp án khác 
ớng dẫn: Không tồn tại cặp điểm thỏa mãn 
hàm số y =(1—2zø)x1 +3mx°*+(w+ 1) Số điểm cố định mà đồ thị luôn đi 


ua là 
B.1 C3 ~ Đ.4 
hàm số y=(w+3)x” —30n +3)x” — (6m+)x+mm+1 (H) 
kết luận đúng : 


H) luôn đi qua đúng 2 điểm cố định Ve ïR 

; (H) luôn đi qua đúng 3 điểm cố định và ba điểm đó thẳng hàng với nhau 
eR 

: (H) không đi qua điểm cố định nào V7ze 

.(H) đi qua đúng một điểm cố định Vzne IR 


to hàm số y=xŸ +ứn+|imÌ)x? —4x—40n+|m)), me TR, đồ thị luôn đi qua 


(0,0) và (2,0) B. (2,0) và (— 2,2) 
„ (— 2,0) và (2,0) D. (2,— 2) và (— 2,— 2) 


ho hàm số y=—“=—=“—,(1„,) . Giá trị của a, b để (77„) luôn đi qua hai 
bx+m~—1 


liếm cố định (—1;—Ð;(2;2) là: 
a=2,b=1 B.a=1,b=2 Ca=—2,b=—1 D.a=—1,b=—2 


Tông ¡:( #0), Điều kiện của a, b để đồ thị hàm số có 


lo hàm sổ y= 
s b, 
điểm cố định duy nhất là: 


„#+Bb=]1 B. ab=—4 C.a+b=—4 B,.ab=—— 


9. Cho hàm số y= x` + (m~2)x?—2mx+m (C„). Mệnh đề đúng là: 
A. (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y =xtại điểm A (—1;—1) 
B. (Ca ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y =—x tại điểm B(T—1,1) 
C. (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y =xtại điểm C (1,1) 
D. (Ca ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y =—x tại điểm D(1,—1) 
10. Số điểm cố định mà họ đường cong y=(1—2m)+? —(3m—1)x+5mm~—2(/ 


luôn đi qua với mọi m là: 


A.1 B.2 C.3 D.4 
11. Các giá trị của a để đồ thị hàm số y= xÌ —mx? +3 có cực đại là: 
A,m<0 B.—1<m<1 C.m>0 D.zm<-—1 


12. Cho hàm số y =5 . Tìm Ä⁄Z e(C) sao cho tổng khoáng cách từ M 
* 


đến hai trục tọa độ là nhỏ nhất. Tọa độ điểm M là: 

A. @/2-1;1—2) c. 0+42,1+42) 

B. d2, V2+1) Ð. C1—⁄2;~1— v2) 
13. Cho hàm số y= ƒ(x)=a#` + ba” +cx+d . Mệnh đề sai là: 

A. Đồ thị hàm số luôn luôn có tâm đối xứng 

B. Đồ thị hàm số luôn cắt trục hoành 

€. Hàm số luôn luôn có cực trị 

Ð. lim ƒ(x)=œ 


14, Cho hàm số y=x° +2x” +1 có đồ thị (C). 
Các mệnh đề sau, mệnh đề đúng là 
A. Hàm số có 3 điểm cực trị B. (C) có một trục đối xứng 
€. (C) có 2 điểm uốn D. (C) có một tâm đối xứng 
ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
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áp án: D. Hai điểm đối xứng qua phân giác thứ 2 có dạng M(%;y) và 
/(—y;-x). Qua phân giác thứ nhất có dạng M(x;y) và M'(y;x) 
áp án: A. 
(át phương trình: (1—2/m)x! +3mx? + m+1— y=0 

c© +3x?—2+!)zm+x'+1— y =0 

J1+3x?°—2x“=0 
ương trình đúng với mọi m khi Ni g: 
x'+ti=y=0 

trên có 2 nghiệm nên sẽ có 2 điểm cố định mà đồ thị luôn đi qua. 
áp án: B. 
ét phương trình: (w+3)x)=3Œw+3)x? — (6m+])x+m+1— y =0 

© (C—3x?—6x+I)m+3x)—9x?~6x+1— y=0 
+°—3x?—6x+I=0 
3x°—0x?—6x+l—y=0 
ệ trên có 3 nghiệm nên sẽ có 3 điểm cố định mà đồ thị luôn đi qua. 
áp án: €. 
àm tổng quát giống câu 9 hoặc 
họn m=1 có y=x`+24?T—4x—4(€ ). Ta thấy rằng điểm 
0;0),(~2,2),(2;~2) không thuộc đồ thị hàm số (C ). 


hương trình đúng với mọi m khi [ 


© bay +my— y— mx—a =0 
© m(y— x)+bxy~y~a=0 


y=* 
bxy—y—a=0(1) 


ay tọa độ hai điểm (-1;1) và (2;2) vào phương trình (1) được hệ giải ra 


Đáp án: D, 
=— TY T2 63 bxy tmy— y—mx=a=0  m( y—~x)+bxy— y~a=0 
bx+m—] 
y=x h 1 
= =by —y-a=0;A =1+4ab =0 © ab=—— 
bxy—y—a=0 4 


Đáp án: D. Thay tọa độ điểm tìm m rồi dùng Casio xét tiếp tuyến. 
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10. Đáp án: B. 


(—2x?—3x+5)=0 
3 -Ầ© 
(xˆ+x—=2~y)=0 


11. Đáp án: C. Do a = 1>0 nên để hàm số có cực đại thì 1.(-m)<0 nên m >0 
y =4x” =2mx; y=12x?—2m; y =0 +? =0 
Để hàm số có.2 điểm uốn thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt 
e©m>0 § 
12, Đáp án: A. Thử M vào hàm số, tính tổng khoảng cách từ các điểm thỏa . 
mãn đến hai trục rồi lấy kết quả nhỏ nhất, 
13. Đáp án: C. 
Hàm bậc 3 có thể không có cực trị, ví dụ: y=—~xˆ +3x?—4x+2 
14. Đáp án: B, 
Đồ thị hàm trùng phương nhận 0y làm trục đối xứng . 
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CHƯƠNG III. TƯ DUY GIẢI NHANH 
PHẦN HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


Bài 1. Các vấn đề về góc 


óc giữa hai đường thẳng chéo nhau 
óc giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b là góc œ(0°<œ<909) tạo 


ởi hai đường thẳng cắt nhau lần lượt cùng phương với a và b. 
ể xác định góc ta có 2 cách thường dùng sau: 


ách 1: (a;b} = (a';b) trong đó a”, b' là hai đường thẳng cắt nhau và lần 
ợt song song với a và b. Tức là, chọn ra hai đường thẳng cắt nhau và 
n lượt song song với a và b. 
Cách 2: (a;b) = (a;b')trong đó b” là đường thẳng cắt đường thẳng cắta 
và song song với b. Tức là chọn trên a (hoặc b) một điểm A rồi từ đó 
chọn một đường thẳng qua A và song song với b (hoặc a). 
dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a, 
(SA =aaJ3,SA .L BC. Góc giữa hai đường thẳng SD và BC là: 

Ạ.ó0° B.30° C.45° D.90 
Hướng dẫn giải 


B —— 
Ta có: CA uy 3AD =90“ 
SA.L BC 


Do đó: (SD,BCG) =(SĐ, AD) = SDÄ 
Xét tam giác vuông SAD vuông tại A ta có: 
tan ŠDÄ=-S^ = V3 — §ĐÄ =609 
AD 
Vậy góc giữa hai đường thẳng SD và BC bằng 609. 
Đáp án: A. 
dụ 2. Cho tứ diện ABCDcó AB=ŒCD=2a. Gọi M, N lần lượt là trung 
iểm của BC và AD, MN =ax3. Góc giữa hai đường thắng AB và CD là: 
A,60° B,309 C459 D, 90” 
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Hướng dẫn giải 
Gọi I là trung điểm của BD. 
IN//AB 


Ta có = (AB,CĐ) = (M,1Ñ) 
1M 1ICD 


Xét tam giác IMN có IM = IN = a,MN = ax/3 
2a?—3a? 
2a? 

Vậy(AB,CÐ) = 1809 —120° = 609, 
Đáp án: A. 
2. Góc giữa đường thằng và mặt phẳng 
Cách xác định góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (P): 
+ Tìm / = đ ¬ (P) 
+ Tìm A thuộc d, kẻ AH vuông góc với (P) 
+ (#Œ) = Ái 
Ngoài ra, góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (P) cũng chính là gó 


Do đó, cos MỊN = =< =MN =l20 


giữa hai đường thẳng a' và b' trong đó a' cùng phương với a, b' cùn 
phương với hình chiếu của a lên mặt phẳng (P). 
Ví dụ 1. Cho hhh chóp S.ABCD có SA.L(ABCD), đáy ABCD là hữ 


vuông cạnh a; SA = a6. Góc giữa SD và mặt phẳng (SAC) là: 
1 1 2 sả 
A.—= B.-—= C. -—= D._-= 
N M14 ⁄7 114 
Hướng dẫn giải 
Gọi O=AC¬BD = SO.LOD 
= S0 là hình chiếu của SD trên mặt phẳng (SAC). 


= góc giữa SD và mặt phẳng (SAC) là góc hợp bởi SD và 5O. 


bo = S2, sp =Ýfa 
V2 ị 
“1ˆ... 
sin DSỐ = . Đáp án: B, 
8D du HẠT CÔ 
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dụ 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, 
(SAB)L(ABCD), H là trung điểm của AB, SH = HC, SA = AB, tan góc 


a đường thẳng §C và mặt phẳng (ABCD) la: 


=- n. XÊ K3 
l 3 


€, 


Hướng dẫn giải 


ách 1. SI=HC=+ÍBH? + BC? SP, 


* 
ï 8A? + AH? =5 =sm? 


nên tam giác SAH vuông tại A hay 
SA L AB. 


Mà (SAB) 1 (ABCD) do đó SA L (ABCD) 


và AC là hình chiếu vuông góc của SC lên mặt phẳng (ABCD). 


Vậy góc giữa đường thẳng SC và mặt phẳng (ABCD) có tan bằng x: š 


Cách 2. Cho a = 1 và tính trực tiếp trên hình (không trình bày ra giấy quá nhiều). 
Có thể dùng phương pháp tọa độ hóa để giải quyết bài toán theo công 


Í dụ 3. Cho lăng trụ đứng tam giác ABC.A'E'C' có đáy ABC là tam giác 
vuông tại A với AC=a, ÁCB =60°,biết AC? = 3a. Góc hợp bởi BC' với 
- (AA'CC?) là: : 

A, 45 B. 902 C. 307 D. 60° 
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Nướng dẫn giải 
Tính góc hợp bởi 8C' với (AA'C'C). 
BA LAA" 
BA.LAC 


AC' là hình chiếu của BC' lên (AA'C'C) 


}=BA+AA'co 


BCTA_ là góc tạo bởi BC' với (AA'C'C) 


tan #C'Ä= - bó) = BC'Ä=30°. Đáp án: C. 
3. Góc giữa hai mặt Tiếng 

+.Góc giữa hai mặt phẳng được xác định bằng số đo góc giữa hai đường 
thẳng nằm trong hai mặt phẳng và vuông góc với giao tuyến hoặc góể: 
giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc với hai mặt phẳng. 

+ Cách xác định: 


- Tìm giao tuyến (P)(Q)=A 


- Trong mặt phẳng (P) tìm a vuông góc với Á, trong mặt phẳng (Q) tìm b, 
vuông góc với A và a, b cắt nhau tại IL. (ŒP),(Q)) = (4,b) 


+ Trong trường hợp xác định góc gặp khó khăn ta có thể sử dụng cô 
thức điện tích hình chiếu: S' =S.cosœ 
Lưu ý: Ta có thể tính góc trực tiếp bằng cách sử dụng hệ thức lượng 
trong tam giác vuông hoặc định lý côsin trong tam giác. 
a?=b?+c?—2bccosA. 
Định lý hàm số côsin trong tam giác ABC +b =a? +c? ~2accosB 
c° =a? +b?—2abcosC ) 
Ví dụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A“BCTY có cạnh bằng a. Khi đó số: 
đo của góc giữa (BA“C) và (CA“D) là: 
A. 900 B. 45° C. 60° D. 30° 
Hướng dẫn giải 
+ Kẻ BHLA'C, (He A'C) (1) 
+ Mặt khác, ta có BD L AC (g9), AA'.L(ABCD) = AA'.LBD 
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—— ÂU 2 _ ——— 
cos5B=?EE—5P__ —1_. 87D =1207, 
2BH 2 


ậy (ŒA'C),(DA"C)) = 60°. 


1 v3 3 3 


An B.— €C. D.iÍc 


Hướng dẫn giải 
Ta thấy tam giác ABC là hình chiếu vuông góc 
- của tam giác AB'I lên mặt phẳng (ABC). Gọi @ 


là góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (AB'T). 


S 
Theo công thức hình chiếu ta có cos=—^<, 
` ABI 
Ũ 
Ta có : Suyc = 2.AB.AC.sin120' = == 


AI=VAC?+CI =. AB'=VAB?+BB® =a2, 
TS “.... 
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Tam giác AB'I vuông tại A nên 8,;„ =z.AB.AI= 


S 3 
Vậy cosọ=-—^'E= |—. 
San 10 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


1, Cho hình chóp S.ABC có SA=SB=SC= AB= AC=a và BC= a2, 
Góc giữa hai đường thẳng AB và SC bằng: 
A. 600 B. 307 €. 45° D, 900 
2. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng a. Một 
mặt nón có SA, SB, SC là những đường sinh thì góc ở đỉnh của mặt nón 
có giá trị bằng: 
A, 90° lB, 120° C. 60° D. 135° 
3. Cho tứ diện ABCD, I, J, H, K lần lượt là trung điểm của BC, AC, AD, BD 
Trong trường hợp IJHK là hình thoi có đường chéo IH = X31, góc gi ệ 
đường thẳng AB, CD là: 
A, ó0 B, 300 €, 459 D. 909 
4. Cho tứ điện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Gọi G là trọng tâm: 
AABC. Khi đó côsin góc giữa CD và AG là: 
3 3 
5. Cho tứ diện ABCD, gọi M, N, I lần lượt là trung điểm của các cạnh BŒ 
AD và AC. Cho AB = 2a, CD = 2ax/2 ,MN = a5. Góc giữa AB và CD bằng: 
A, 300 B,45° C. 60 D. 909 
6. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, AC = BD = b, AD = BC = c, côsin củ 
góc hợp bởi các đường thẳng AC và BD là: 


A. 


a 
A. cos(AC,BD) ch B. cos(AC,BD)= : 
b a 
2 —aˆ| 


c 
€. Xi” net C4 D. cos(AC,BD) = 
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o hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng a. Hình 
nón ngoại tiếp hình chóp có góc ở đỉnh bằng: 

Ạ. 90” B, 60° €. 120° D. 135° 

Cho hình chóp đều S.ABC có ba cạnh SA, SB, SC đôi một vuông góc và một hình 
nón ngoại tiếp hình chóp đó. Nếu gọi œ là góc ở đỉnh của hình nón thì: 


Ậ. cosg= B. coso=2 C. œ=125° D. œ=135° 


Cho hình hộp ABCD.A,B,C,D, có tất cả các cạnh đều bằng a và các góc 
BAD, BAA,. Á,AD bằng 60°. Góc giữa BD và CD, là: 

Ạ, 60° B. 120° C. 45° D, 90° 

ho lăng trụ tam giác đều ABC.A:B¡G¡, cạnh đáy bằng a, cạnh bên 
ẳng a2. Góc giữa AG: và đường cao AH của mặt bên (ABC) là: 

„ 45° B. 90° C. 30° D. 60 

Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'. Gọi M là trung điểm AA', côsin 
ủa góc œgiữa BM và AD' là: 


_ đc ^- B. cosœ= = 
xo KG 

. đoaœ=~~ D. cosœ=-——~ 
45 +10 


Cho hình lăng trụ đều ABCD.ABCD”,AC'=a, góc giữa AC' và 
ABCĐ) là 309, Độ dài cạnh đáy hình lăng trụ bằng: 


a3 
. aw/3 B.2av2 cS= D. 


Gœ|Đ 


Cho hình chóp S.EFK có AEFK cân tại F; SE.L (EFK) và SE=a3, 
E=FK=a. Góc giữa SF và (EFK) bằng: 

:Ä. 450 B. 300 €. 60° D. 90° 

Cho hình chóp S.IJKL có đáy là hình vuông tâm O0, SI.L(JKL), góc 
iữa SK và (SJL) là: 

. §K] B. SOK - —Œ KSÔ Ð. KSI 

5. Cho hình lập phương ABCD.A'EC/D. Gọi I, J lần lượt là trung điểm 
ủa AB và D'C”, Góc giữa hai đường thẳng DA và IJ bằng: 

. 607 B. 300 €. 90% D. 45 
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16. Cho hình tứ diện đều ABCD cạnh a. Góc giữa hai đường thẳng AB và CD bi 
A, 60° B. 30° €, 90° D. 45° 
17. Cho hình lăng trụ ABCA'BC/ có tam giác ABC đều cạnh a, cạn| 


s8 


AA'= . Hình chiếu của A' trên (ABC) là trung điểm I của BC. 
"Góc SG, AA' và (ABC) bằng: 
A, 609 B, 30° €. 90% D. 45° 
18. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là nửa đáy lục giác đều với AB = BC = CD = 
AD = 2a, SA_l (ABCD) và SA = a. Góc giữa SB và (ABCD) bằng: 
A, 300 B, 45° €. 909 D. 75! 
19. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 2a43. Gọi O là tậ 
tam giác ABC, Biết SO = 2a. Góc giữa SA và (ABCD) bằng: 
A. 309 B.45° Œ. 600 D, 90% : 
20. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy bằng ax/2, cạnh bên bằng 2 
Góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng: 
A. 300 B. 45” C. 60 D. 90° 
21. Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình thang vuông tại A và 
CD=2a, AB= AD=2a, SD vuông góc với đáy và SB tạo với đáy một g 
œŒ, tan của góc Ø giữa SA và đáy theo œ có giá trị là: 


A.tanø=2 tan œ B.tanø=-E- tan œ 
v2 
C.tan =2 sin œ D.tanø= 2 CoS Œ 


22. Cho hình chóp S.ABC có đáy (ABC) là tam giác vuông cân tại 
AB=a,SA L(ABC) và SA=a. Góc œ giữa SB và mặt (SAC) có giá trị là: 


A. 90” B. 45° C. 602 D. 30° 
23. Cho hình chóp 5.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a và 
SA =SB=SC= =1 . Góc œ giữa SA. và mặt (ABC) bằng: 


A.90s B. 45° C. 602 . D, 30° 
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Cho tứ diện S.IMN có SI.L(TMN) và AIMN đều. Góc giữa hai mặt 
hẳng (SIM) và (SIN) là: 
„ 600 B. 90° Cau Ð. 45° 
Cho hình chóp S.MNPQ có SM L (MNPO) và MNPQ là hình vuông 
ạnh 3a, SM= a3. Góc giữa hai mặt phẳng (SNP) và (SMQ) là: 
N tà B. 45 €Œ. 609 D. 90° 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 2a, chiều cao 
ằng a. Góc giữa mặt bên và mặt đáy bằng: 
„ 300 B, 45 C, 600 U. ?! 
Cho hình lăng trụ đều ABCD.A'B'C'D' cạnh đáy bằng a, cạnh bên 
ăng .. Góc giữa (A'BD) và (ABCD) bằng : 
„ 30 B, 45“ C. 60? D. 75 
- Cho hình lăng trụ đứng ABC.A “BC có đáy là tam giác đều cạnh a. 
lặt phẳng (œ) tạo với (ABC) một góc 30° và cắt tất cả các cạnh bên 
¡ M,N, P. Khi đó diện tích tam giác MNP bằng: 
+. 2 

— B, a2 c. D. 2a? 

2 F 3 
Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là hình chữ nhật. AB=a 
=2a. Mặt phẳng (œ) tạo với (ABCD) một góc 60° và cắt tất cả các 
nh bên. Diện tích thiết diện của (œ) và lăng trụ bằng: 


a2 B. 2a? C. 3a? D. 4a? 

ho tứ diện đều ABCD. Gọi œ là góc giữa (ABC) và (ABD), Giá trị cos œ là: 
1 v3 1 2 

= TH C. — D.— 

3 ki 3 4 g 


ho tứ diện S.ABCD có SA.L(ABC). Tam giác ABC đều. Gọi M, N lần 
lượt là trung điểm của SB, SC. Mặt phẳng (œ) qua MN cắt SA tại P. 


Điện tích AMNP bằng 4a, Biết góc giữa (œ) và (ABC) là 60”, Diện 
tích AABC bằng: 

„2a? B. 4a? C. 6a? D. 8a? 
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32. Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình chữ nhật có AB = a, AD = a3 
SA vuông góc với mặt (ABCD) và SA=a. Góc œ giữa (SCD) và (ABGD) có gi 
trị là: . 
A.90° 5. 60° C. 45° D. 30° 

33. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A,B,C,D;, đáy ABCD có AB =4, BC = 3. 
Mặt phẳng (ACD,) tạo với đáy một góc 60°. Chiều cao của hình hộp cị 


nhật bằng: 
. 6⁄3 ñ: 1243 & 4⁄3 Đ 5⁄3 
5 5 5 2 


34. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A,B,C,, ABC là tam giác vuông tại C, AB 
góc B bằng 30°. Mặt phẳng (C,AB) tạo với mặt đáy (ABC) góc 45°. Chị 
cao của lăng trụ bằng: 

A. a⁄3 p.=Ẻ c.2⁄9 
3 2 
35. Cho hình hộp đứng ABCD.A,B,C,D,, có đáy ABCD là hình thoi cạnh a 


+ 2ê tài SG Hà 


A. 301 B. 45° C. 60° D.90° 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


=SD =a = 5CD =60° 


146 


v3 


A=a*”, SO=a= ASO= 30°, suy ra góc gở đỉnh bằng 60° 


Ta có (A,cb)=(K,HK) mà 


=120? = (AB,CD) = (fK,HK} = 60° 


s(CĐ,AG)=cos(AM,MN] =cosAMN 


ng, 2 2_ na? 
osMIN=Ê +2a 5a _ hề 


24ŸJ2  ý2 
MIN =135' = (ẤB,CD) =45° 


ĐÁCBD=AC 


_ 


(BA+AD)=AC.AD-AC.AB A 


b.b.cos(AC, 5D) = b -a? | 


cos(AC, BD) = Các ỗ 
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7. Có SA =9C =a,AC =a2 = ASC = 900. 
Vậy góc ở đỉnh bằng 909. 
8. 
Do hình nón nội tiếp có đáy là ABC 
nên ta có SA =SB=SCŒ 


CC 2a 4a 
œ=SCD, OD =R = =BD= 
v3 3 
2a? +2a?— 


SB? +SD” —BD? 
COS%=———=—=—= 


Có (ED,B,)=(BD,BA,). 
Có tam giác BA,D đều (BD,BA, )= 60° 


ABAA,=AA,AD=ADAB 
1 1 


19. 


AH -=ẽ HGẽ TÁC =av3 
= AH?2+HC? =AC? 


=AAHC, vuông tại H 


cosHAC, =———=~ 
AC, 2 
=> HAC, = 601. 
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28BSD  _ 22a? 


Ko 

7 

BC, +BM? —C,M? 

€O80W=———————-—-~—— 
2.BC,.BM 


,=42,BM=Ý”,CjM=Š 
2 


GEIar))=#E-e” 


œ 


(EEH))=so 


-Áp dụng bài 6 ta có 


5.ep)=l=#Ì „o 


=(A5,cb)=s0" 


[sC,(ABcD)] = s0 


x0 
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21. tno- Ti ==” 
a 


tạng =Ó Si 
a2 


=tano= kệ” WAY 


22. SB=axÍ2,BM=- — 


Nzy 


24. (SIM),(SIN]= NIM =ø0° 


25. tanNSM = TT =- =3 = NSM = øp" 


a3 
(SNP),(SMQ) = ÑSM =60° 
26. Có SO =a,OM=a= AABC vuông cân 


tại O—= œ=459 


27. 


(A'BD),(ABCD) = AOA'" 


piš 
=tanAOA"= “SA 
— 
v2 
= AOA'=60° 
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ĐG _ a3 2 a7 


lÌ 


C=—=2a 
cos60° 


=> Ögụunc =2A.2a = 4a? 


mm... 3 
ơ =((ABC),(ABD))= DEC 
ì ..38” _ xa 1 E 
COSŒ= 4 =- 
3 72 h 
4 5 
€ 
Đạp 1 5 
ŠvNp = Sọs gi? >>  anci? : 7 
2 S Bí 2 si 
= 4a ==== S¿uc =8a P 
"xã 
^ 
5A _ Ì 
ó tand=——-=-== œ=200 l 
DA 3 » 
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33. 


BD=5,DD, =OD.tan60° = S 


3ã, 
D,I 1 B,C, = DID, =((ADC,B,),(ABCD)) 


D,I=asin30° “: 


=—=_DD, aV3 a 
tanDID, =—=L=®Y“,â— /3 
ST DỊ ng vã 
= DID, =ó00 


152 


Bài 2. Khoảng cách 


THUYẾT 

hoảng cách từ một điểm O tới một đường thẳng d 

hương pháp: Dựng trực tiếp đoạn vuông góc từ O đến d, kết hợp dữ 
ên đề bài tính toán, 

ụ 1. Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, góc hợp bởi cạnh 
ên với mặt đáy bằng 301 

) Khoảng cách từ D đến SB bằng: 


a2 mẻ ` -—p,AM3 

2 “- "8 xi 
Gọi M là trung điểm AD. Với a=1thì khoảng cách từ M đến AB có giá 
¡ gần đúng là: 


0.612 B. 0.734 C. 0.637 D. 0.654 


Hướng dẫn giải 
®ể tính toán nhanh ta gán a = 1, khi đó ta có: 
D=/3, sø-_ OP _ 2 V2 v2 
: cos30” 3 2 A3' 


Dựng DH vuông góc với SB tại H 


~0,637 


153 


2. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt phẳng 

2.1. Phương pháp tính trực tiếp 
Xác định hình chiếu H của M trên (œ) 
Phương pháp chung: Dựng mặt phẳng (P) chứa M và vuông góc với (0œ). 
Giao tuyến d của (P) và (œ): Kẻ MHI.L d(He A). Khi đó d(M,(œ))=MH; 
Đặc biệt: : 
+ Trong hình chóp đều, thì chân đường cao hạ từ đính trùng với tâm đá; 
+ Hình chóp có một mặt bên vuông góc với đáy thì chân đường vuông 
hạ từ đỉnh sẽ thuộc giao tuyến của mặt bên đó với đáy. 
+ Hình chóp có 2 mặt bên vuông góc với đáy thì đường cao của chóp là 
tuyến của hai mặt bên này. 
+ Hình chóp có các cạnh bên bằng nhau (hoặc tạo với đáy những góc bằn 
nhau) thì chân đường cao là tâm đường tròn ngoại tiếp đáy. 
+ Hình chóp có các mặt bên tạo với đáy những góc bằng nhau và hình chiế 
của đỉnh nằm trong mặt đáy thì chân đường cao là tâm đường tròn nị 
tiếp đáy. Nếu chiếu của đỉnh nằm ngoài mặt đáy thì chân đường cao tì 
hình chóp trùng với tâm đường tròn bàng tiếp của đáy (đáy là tam giác) 
+ Mô hình khoảng cách: 
SA L(ABC)] 
AKLBC }=AH=d(A,(SBC)) 
AH LSK 


2.2. Phương pháp sử dụng công thức đổi điểm 


Chuyển tính đ(M,(œ)) về việc tính đ(M',(0œ)), ” : 
trong đó việc tính đ(M',(œ)) là dễ dàng hơn. Thường chuyển điểm 

về điểm M' là chân đường vuông góc. Đối với khoảng cách giữa. hai mặ 
hai đường thẳng và giữa đường thẳng với mặt phẳng thì ta đưa về khoản 
cách từ một điểm đến mặt phẳng. 
Nếu đường thẳng d qua M, N và song song với mặt phẳng (ơ) th 
đ(M,(@) = đ(N,(@)) 
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Nếu đường thẳng d cắt mặt phẳng (0œ) tại điểm ! và M,Ne d (M,N không 
đ(M,(@)) _ MI 


..e 
Tung vớt th N (o)) - NH 


c biệt, nếu là trung điểm của Mi thì đ(M,(œ)) = 2đ(N,(œ)) 
Ñếu 7 là trung điểm của M# thì d(M,(œ)) = d(N,(œ)) 


hương pháp sử dụng công thức thể tích 
Thể tích của khối chóp V =28h ch= = . Theo cách này, để tính khoảng 
ách từ đỉnh của hình chóp đến mặt đáy, ta đi tính V và S. 
hương pháp sử dụng công thức của tứ điện vuông 
Cơ sở của phương pháp này là tính chất sau: 
ả sử OABC là tứ diện vuông tại O (OA.L OB, OB.L OG, OC.LOA) và H là 
tình chiếu của O trên mặt phẳng (4ðŒ). Khi đó đường cao ØH được tính 
ằng công thức: 

b J7 đ 3 
©OH ` OA*? OB? OC? 
hú ý: Khoảng cách giữa đường thẳng và mặt phẳng, giữa hai mặt phẳng 
ong song sẽ được quy về bài toán tính khoảng cách từ 1 điểm đến 1 mặt. 
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Ví dụ 1. Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm O, cạnh a, bó) 
BA =60°, có SO vuông góc mặt phẳng (ABCD) và §O = a. 
a) Khoảng cách từ O đến mặt phẳng (SBC). 


A.A B, A57 c, av2 p. a3 
4 19 4 2 
b) Khoảng cách từ đường thẳng AD đến mặt phẳng (SBC). 
... n.2⁄3 Đa p, tVễ7 
2 + 4 19 
Hướng dẫn giải 


a) Hạ OK.LBC= BC 1 (SOK) 
Trong (SOK) kẻ OH L SK= ƠH 1 (SBC) 
=4(O,(SBC))=OH. - 


Ta có AABD đều =BD=a=BO=Š; 


Trong tam giác vuông OBC có 
E641 1 7... 
OK? ƠP? OC? 3a? 4 


Trong tam giác vuông SOK có 


a\57 
19 


b) Ta có AD//BC = AD//(SBC) = đ(AD,(SBC)) = d(E,(SBC)) AB=a 
Kẻ EF//OH (Fe 5K). DoOH 1 (SBC) = EF .L(SBC) 


Vậy d(O,(SBC))=OH= 


=d(AD,(SBC)) = d(E,(SBC)) = EF =2OH= . 
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lụ 2. Tứ diện OABC có OA, OB, OC đôi một vuông góc, OA = 2a, OB = 3a, 
= 4a. Khoảng cách từ O đến (ABC) băng: 


12a 3a 12a 5a 
— B. c—= D. — 
v65 E) ° A61 6 
Hướng dẫn giải 

ử dụng công thức: 
1 1 1 1 › ý 1 61 

= + + = + + = 
d”(O(ABC)) OA? OB? QC? 4a? 9a? lóa” 144a? 


12a 


v61” 


. khoảng cách từ O đến (ABC) là —= 


Dựng hình chiếu vuông góc a' của a lên (0œ). 
ọi B là giao điểm của b và a' trong (oœ. 

ừ B kể BA vuông góc với a tại điểm A thì 
B là đoạn vuông góc chung của a và b, 


lụ 1. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A; mặt bên 
BC là tam giác đều cạnh a và mặt phẳng (SBC) vuông góc với đáy. Khoảng 
. cách giữa hai đường thẳng SA và BC theo a là: 
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Hướng dẫn giải 
Từ S kẻ SH 1 BC tại H 


¬ SH.L(ABC), SH= = 
Tam giác ABC vuông cân tại A 


¬AH.LBC;AH=BC= ca. 


,. BC L1SH 
CỔ BCL AH 
Kẻ HK L SA tại K. 
Khi đó HK là đường vuông góc chung của SA và BC. 

+ _ 1 1 kz 4 nh 4 ^ 16 
HK? SH? HA? 3a2 a? 3a? 


}= BC 1(SAH) 


d(SA,BC)=HK - 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Cho tứ diện đều cạnh a. Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ điện tới 
đường thẳng chứa một cạnh của tứ diện bằng: : 


A. M3 p.#Y3 c4⁄2 p.2⁄2 
ky ` bô” kg: 


2. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ tâm mặ 
cầu tới mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng: 
V3R p2 c XŠR Jãn 
3 3 4 
3. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3a, cạnh bên bằng 
Khoảng cách từ S đến (ABC) là: 


A. 5 B.a C. a2 D. a3 


A, 
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o hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, các cạnh bên đều 

av3 ¬.- 
ng 2”: Gọi (œ) là mặt phẳng qua A, song song với BC, và vuông góc với 
mp (SBC), Là trung điểm của BC. Khoảng cách từ I đến mặt phẳng (Œ) bằng: 
aN2 c a⁄2 a2 


2 = š `4 


ứ điện OABC có OA, OB, OC đôi một vuông góc, OA = a, OB = OC = 3a. 
Khoảng cách từ O đến (ABC) bằng: 
Sa 7av11 3av11 5a 


_— B.——— ¬ D.— 
9 11 e 11 6 
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8. Cho tứ điện ABCD có AB= AC= AD=2a. Tam giác BCD vuông cân tại 
và BC = a+/2. Khoảng cách từ A đến (BCD) bằng: 
A. a/3 B. x6 C Sc bộ 
9. Cho hình lập phương ABCD.A'BC'D cạnh a. Trong các mệnh đề sa 
mệnh đề nào đúng? 
A. Khoảng cách từ A đến (A'BD) bằng - 
B. Khoảng cách từ A đến (CDD/C”) bằng av2 
C. Khoảng cách từ A đến (BB“C'C) bằng ¬ 


D. Độ dài đoạn AC" =ax3 
10. Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Khoả 
cách giữa CD và (SAB) bằng: 
l ẩ aý6 B a6 a3 a3 


3 thuốc Lò P.—2 


mặt phẳng(BA'C') bằng: 


x3 a3 a 2a 

A. B.—=— gi D.—= 

3 2 l C2 3 

12. Khoảng cách giữa hai cạnh đối trong tứ điện đều cạnh bằng 2a là: 
⁄3 4a 

A. a2 B. 2a Š— C— D.4a 
' 3 3 


13. Cho hình chóp S.ABC có SA _L( ABC). Tam giác ABC vuông tại B, SA = 2, 
BC = 2a, AC = 3a. Khoáng cách giữa SA và BC bằng: 
A.a B.2a C.ax5 D.3a 

14. Cho hình chóp 8.ABCD có ABCD là hình vuông tâm O cạnh a V: 


SA L(ABCD), SA =a. 
14.1. Khoảng cách giữa SB và CD là: 
A.a B.2a C.3a D. a3 
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4,2, Khoảng cách giữa SA và BD là: 


a2 s. t2 c3⁄2 p.,#⁄2 
2 3 4 
14.3, Khoảng cách giữa SB và AD là: 
a3 B, a2 € a5 Hà a42 


. 4a B.3a C.2a Da 


ình chiếu của A' trên (ABC)là trung điểm I của BC, biết Ani<Sh 
hoảng cách giữa AA7 và BC bằng: 


: >ự B, . C.3a2 D.2a 
Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'BC” có tất cả các cạnh bằng a. 


Khoảng cách giữa AA' và BC bằng: 


.a B.2a c.a/3 Dã .ã 

. Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C có tất cả các cạnh đáy đều bằng a. Cạnh bên 
a lăng trụ tạo với mặt đáy một góc 60” và hình chiếu của A lên mặt 
hằng (A'B'C) trùng với trung điểm của B'C'. Độ đài đoạn vuông góc chung 
của AA' và B'C' bằng: 

a3 n.25 tê, Dê 
, Cho hình lập phương ABCD.A'BCTD' cạnh á. Khoảng cách giữa AB và 
CC bằng: 

Ầ.a B. a/2 C.ax3 D. 2a-/2 

j. Cho tứ diữH OABC có AOB= AOC= BỌC =900 và OA=OB=OC=a, 
Khoallg cách giữa OA và BC bằng; 


A.a2 B. a3 C . p. Bễ 
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. Cho hình lăng trụ ABC.A“BC có đáy (ABC) là tam giác đều cạnh 2ax/3, 


6. 


20. Cho tứ điện ABCD có tam giác ABC là tam giác đều cạnh a, AD vuông gấể) 
BC, AD=a và khoảng cách từ D đến BC bằng a. Khoảng cách giữa AD 
BC bằng: 


av38 BE aJ19 a39 a40 
8 ' : 


A. G— D. 


§ 8 ` 8 8 
21. Cho hình lập phương ABCD.A'BC“D cạnh a. Xét các mệnh đề: 
(1). Khoảng cách giữa BD và A'C' bằng a 


(2). Khoảng cách giữa BB' và AC bằng Che 

Mệnh đề nào đúng? 

A. (1) và (2) đều sai B. (1) và (2) đều đúng 
€, (1) đúng và (2) sai D. (1) sai và (2) đúng 


22. Cho tứ diện đều. Xét các mệnh đề: 
{1). Đoạn nối trung điểm hai cạnh đối diện vuông góc với hai cạnh đó 
(2). Đoạn nối từ đỉnh đến tâm mặt đối diện vuông góc với mặt đó 
(3). Hai cạnh đối diện vuông góc với nhau 


Mệnh đề nào đúng? 
A. Chỉ có (1), (3) đúng B, Chỉ có (3) đúng 
C. Ba mệnh đề đều đúng D, Ba mệnh đề đều sai 


23, Độ dài đoạn vuông góc chung của hai cạnh đối trong một tứ điện đều cạnh 


aý2 a2 avx3 

ng BS” C. a3 l 

24. Cho hình chóp S.ABCI) có đáy là hình thang vuông ABCD, vuông tại 
và B, Cho AD=2a, AB=BC=a, SA=a và SA vuông góc với mặt phải 
(ABCD). Độ đài đoạn vuông góc chung của AB và SC bằng: 


a3 a2 a6 
A. a6 Bo xa D.— 
25. Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC đồi một vuông góc với nhau 
OA =OB =OC =a, ï là trung điểm của BC. Độ dài đoạn vuông góc chủ 
của AI và OC bằng: 
a5 ax5 a5 axJ5 
HC Sẻ? sm 


10 ` 3 sa 
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o hình lập phương ABCD.A'B'C'D': Gọi O, O' là tâm của hình vuông 
CD và A “BC. Mệnh đề nào sau đây sai? 

„ Khoảng cách từ A đến (BBDD) bằng AO 

. Khoảng cách giữa AA' và BD' bằng AO 

.Khoảng cách giữa (AA“E'B) và (CCD“D) bằng AO2 

., Khoảng cách từ A đến B'D bằng AO, 

Cho tứ diện S.ABC có SA 1 (ABC). Tam giác ABC cân tại A. Gọi ï là trung 
lểm BC, dựng AH.LSI. Mệnh đề nào sau đây sai ? 

Khoảng cách từ S đến (ABCD) bằng đoạn SA 

BC1(SAT) 

HL(SBC) 

Khoảng cách từ B đến (SAC) bằng đoạn BC 

Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'BEC”. Gọi M là trung điểm của BC. 

ét các mệnh đề: 

) Khoảng cách giữa AA“ và (BB“C“C) bằng khoảng cách giữa CC' và 

ÀAB®B). 

) Khoảng cách từ B đến (AA“C”C) bằng hai lần khoảng cách từ M đến 


(1) đúng và (2) sai B. (2) đúng và (1) sai 

(1) và (2) đều đúng ÐĐ. (1) và (2) đều sai 

ho hình chóp tứ giác đều 5.ABCD có AC¬BD=H. Xét các mệnh đề: 

) Khoảng cách giữa CD và (SAB) bằng khoảng cách từ D đến (SAB) 

) Khoảng cách từ B đến (SAD) bằng hai lần khoảng cách từ H đến (SAD) 


) Khoảng cách từ H đến bốn cạnh SA, SB, SC, SD bằng nhau 
ệnh đề nào đúng? 

Chỉ có hai trong ba mệnh đề trên sai 

Chỉ có hai trong ba mệnh đề trên đúng 

Ba mệnh đề đều đúng 

Ba mệnh đề đều sai 
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30. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'BC D' có AB=a, BC=b, AA 
Khẳng định nào sau đây là sai? 
A. Độ dài đường chéo BD' bằng va? +bˆ +c? 


B. Khoảng cách từ A đến mặt phẳng (CB“D') bằng sa? +b?+c? 


C. Khoảng cách giữa hai đường thẳng AA' và CC bằng va” + bŸ 


D. Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và CD bằng b 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
1D |2.A ]|3.B |4.D |51A|52.B|5.3C |5D |6.Ð 
8.A 9.D 10.A | 11.A |12.A | 13.C | 1.1.A | 14.2.B | 12.3.D |1 
E 16.D | 17.D | 18.A |19.C |20,C |21.B 23.B 
25.A | 26.D | 27.D | 28,C |29.C | 30.B sĩ 
1, 
7 1M AM M5 
a a 
AC=a,OC= Ao=sj2 G TIM: ĐT N + IM= T 
Js *Mã 


2. 2R =2axƒ3 =»a = 
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R 


\ 


NI 


“32 =aV3 = SO=a 


RC 
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vã 


6. OC=2,OB~S 2 
5 2 
Có O.SBC là tứ diện vuông 


1 hà 1 1 4...4 4.- 9 


= = + = 
h° CC? OBE? OSẼ a? 3a? a? 3a? 


¬- 
19 
......... 
h2 a? 9a?” 9a? 9a 11 


8. AH=.l(2a?)—a” =av3 


10. Áp dụng bài 5 ta có d(CD,(SAB)) = d(C,(SAB)) =2d(O,(SAB)) =ˆ 


11. d(AC;(BA'"C')) = d(C,(BA'C')) =đ(B',(BA'C)) 


_ 12. OB=.22,OA =4AB?°~OB? 


v3 
4a? 2 
=¿4|4a?———=2a,|= 
TT“. 
MN.AB=OA.BM 


=MN2a= 2s Jễ. so =MN=a⁄2 
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d(SA,BC) =AB=av5 
d(SB,CD) = d((SAB),CD)= a(D,(SAB))= ĐA =a 


ø12 


(S4, BD)= Ó@A= 7 


(SE, AD)= 4((SBC).AD) = 4(A,(SBC))= AH = .. 


(sD, BC) = a((SAD), 8C) =2(B8,(S4D)) =a 


AI= s52 3a 


S26 402đ áy TT: C s Ð c 
1H 1A? IA? 6a?” 9a? 9a? 
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17, 


TH = ]A'.sìn60° = 


18, 
d(AB,CC')=BC=a 
19. 


=5.Ö=« 


h=-=,AM 
v3” 


MN.OA =h.AM © MN.a= 


20. 


a5 „a5 
4 


TU EC 2 (ẾM Tr 2^DI= 


DI.AH=HK.AD—= HK.a= 
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xã sở 
Trụ 


Kì 


2: Đễ thấy AABClà tam giác đều, gọi K là chân đường vuông góc hạ từ O 
thì K là trọng tâm tam giác ABC. Dựng hình bình hành AMCI, suy ra : 
AL0G) = d(AI,(OMC))= d(K, (0MC)) 


IC?.OK? 1 1 1 1 
OMC))=Ì—————~ K, =lC,—~=——+—'+-—— 
Kó( b IC? +OK? ĐH MGI=jC OK?” OA? OB? OC? ) 


1) AO.L (BDP'B) 
2) d( AA',BD') = d(AA',(BDD'B'}) =AO 

DA Ti AC _ 2AO 
3) d((ABB'A),(CCD*'D)) = BC = "E3 =AO42 
A L (ABC); BC LSA;BC L AI— BC lL (SAD 
AI) -L ( SBC), giao tuyến SI, AH .L SI =AH L(SBC) 
(AA',(BB'C'C) = d(AA',CC?) = d(CC?,(AA”B'B)) 
C_„_.. dŒ,(ACCA)) _ 


C d(M,(ACCA') 


1) đúng do GD/ (SAB); (2) có nB” 2 “ngang = 

3) do tứ diện S,zep là tứ diện đều. ề 

đúng theo công thức tứ diện vuông; C€ đúng do d(AA', CC)=Ac 
D đúng do d(AB,CD)=đ ((ABB/A”),(CDD“C)) 
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Bài 3. Thế tích khối đa diện 


I.LÝ THUYẾT 
1. Thể tích khối chóp 


Thể tích của khối chóp có diện tích đáy S và chiều cao h là V =2Sh 


Một số đạng đường cao khối chóp thường gặp 
+ Cạnh bên SA vuông góc với đáy, h = SA. 
+ Mặt bên (SAB) vuông góc với đáy. Khi đó gọi H là hình chiếu vuô 
góc § xuống AB, h = SH. 
+ Hai mặt bên vuông góc với đáy thì giao tuyến giữa 2 mặt phẳn, 
đường cao. 
+ Các mặt bên cùng tạo với đáy một góc ơ. Thì chân đường cao hạ 
đỉnh chóp xuống đáy là tâm đường tròn nội tiếp đáy. 
+ Các cạnh bên cùng tạo với đáy một góc œ. Thì chân đường cao h. 
đỉnh chóp xuống đáy là tâm đường tròn ngoại tiếp đáy. 
2. Thể tích khối lăng trụ 
Thể tích của khối lập phương cạnh a là V=a° 
Thể tích của khối hộp chữ nhật có độ dài ba cạnh a,b, clà V=abe : 
Thể tích của khối lăng trụ có điện tích đáy B và chiều cao h là V =B. 
+ Lăng trụ đứng thì chiều cao ø là cạnh bên, 
+ Cho hình chiếu của 1 đỉnh xuống 1 mặt đáy thì chiều cao chính 
đoạn nối đỉnh với hình chiếu đó, 
3. Các phương pháp tính thế tích 
a. Tính trực tiếp bằng công thức 
- Xác định chiều cao 
- Xác định bán kính đáy 
b. Sử dụng tỉ số thể tích 
Cho tứ diện SABC, các điểm A', B', C lần lượt thuộc SA, SB, SC thì ta c‹ 
Wuye _ 8A' SB' SC" 
Vy SA 'SB ` SC 
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: , cạnh bên SA vuông góc với đáy, SA =A2a. 
Tính thể tích V của khối chóp S.ABCD. 


3 3 3 
FA.v= X28) B.v=Ý2a C.V=/2a° p.v=Ý2a 
6 + 3 
Hướng dẫn giải 


Áp dụng công thức ta có V, 


1 x2a° 
sAncp “5A. ù 


'ABCD  ” 


Đáp án: D. 
dụ 2. Cho hình chóp S.ABC có mặt bên SBC là tam giác đều cạnh a, 


cạnh bên 54 vuông góc với mặt phẳng đáy, góc BAC bằng120”, Thể tích 
của khối chóp S.ABC. 


A a34/2 B a2 € a342 P a3V2 
` W2 ` 18 ` 36 ` 48 
Hướng dẫn giải 


Áp dụng định lý hàm số côsin cho tam giác ABC 
: Ta có: BC? =AB?+ AC? ~2AB,AC.cos120° 


. =2AB?~2AB?(~2) 
© 4a? =3AB?2= Ap-sý3 


ST cm AB.AC.sin 120° = 
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2 
SA =vVSB?—AB? = hệ -E „5, 
_1a93 a6 _ a342 


Vậy V, ĐA LÓ So CÀ 
#Ỹ Vsanc=a”12 3 "T36 
Cách 2: 
Gọi Ilà trung điểm BC => AI.L BC, SI 1 BC 
1 
V;apc = 5 PAanc SÀ 
- 25C. AI. AI 


Ta có Aa0tOPE EU? lục = 


AI AI SE 
a?^/3 
S5 AAsc 
Ỉ Ì 
SA =VSE—AF = == 
+) 
Vậy VgAnc = cha n 


Ví dụ 3. Cho hình chóp 5S.ABC có đáy là tam giác vuông cân tại Ö, AB = a; 
cạnh bên %4 vuông góc với mặt phẳng đáy, góc giữa 2 mặt phẳng (SB 
và(ABC) bằng 30°. Gọi M là trung điểm củaSC. Thể tích của khối chóp 
$Š.ABM tính theo a là: 


a5⁄3 h a)J3 € a3 D a22/3 
12 ` 18 ` 36 ` 48 


Hướng dẫn giải 


Cách 1: Ta có 
((6BC),(ABC))=5BA =30° 
Gọi H là trung điểm AC 


—=MH//SA = MH L (ABC) 
Vsap = VaAsc — Vapc 
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1 1 
8a SAT—C 


3 SaAnc ME 


3 S.ac(SA —MED = 2 S,uuc.SÀ 
Buớp =2 BA.BC= là 
tan 30° = _ No = _ > SA = va : 
Vậy V;apu = cu : 
Cách 2: V „„„ = 2 Vhuuc = 2:3.34-5,sc = : Sai = = =c 


dụ 4. Cho hình chóp S.ABCTD có đáy là hình thang vuông tại A và 8, 
AB=BC=a, AD=2a, 54 vuông góc với mặt phẳng đáy, SA = 2a. 
Gọi M, W lần lượt là trung điểm của S4, SD. Thể tích của khối đa diện 


3 
a a 
nh B. — C. —— 
^ 3 é = 
Hướng dẫn giải 
VAscow = Vasc Ð VCApnw. 
th 
VuAnc = 3 aanc MA 
3 
=Ä.2BA.BC. SA =3_ 
32 2 ế ẳ 
Là 3 e€ 
Gọi 7 là trung điểm AD, ta có 4Œ! là hình vuông = CI 1 (SAD). 
1 1(AD+NM)AM 
ApNw = 3 SApnu-CÏ = 2 Œ 
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Ví dụ 5. Cho hình chóp S.ABCDcó đáy là hình thang vuông tại 4 và 
AD=CD=a, AB=3a, cạnh bên 54 vuông góc với mặt phẳng đáy. Gó 
giữa S€ và mặt đáy bằng 45°. Tính theo a thể tích của khối chóp 8.ABCD, 


A a2 B a*ý2 C 2axJ2 b 4a°xJ2 
3 ` 6 8 `3 
Hướng dẫn giải 
@€/(ABCĐ)) =5CA =45 
V TS SA 


SABCD T2 ABCD 
3 


(AB+DC)AD (3a+a)a 
AABCD TT Ấn Ụ 2 
ASAC vuông cân tại 4 
= SA =AC=VAD?+DC? =42a? =a2 
2a°A/2 
“— 


Ví dụ 6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông, cạnh bên S4 vuông góc 
với mặt phẳng đáy. Thể tích của khối chóp S.ABCD là bao nhiêu, biết: 


a) AB = a, góc giữa SD và mặt phẳng (SAB) bằng 307, 


S =2a? 


Vậy V;usep 


3 3 5 3 
A. g. 2 v3 c,22)3 p, #9 
3 6 3 3. 
b) BD = 2a, góc giữa mặt phẳng (S8Đ) và mặt đáy bằng 60°. 
3 3 3 3 
A. T B.5 . c. Sng - 


Hướng dẫn giải 
a) (SD,(SAB))= — =30 


Có tan30° = c .= =sn =5A= aý3 
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1 1 
Vsascp = 3 SAnco.SA = 3 a`.5A 


Ki) 2 _a3/3 
=320av3=^2 


) Gọi O=ACnBD 
((SBD),(ABCD)) =S5OA = 60" 
AB? +BC? = AC? =BD? Ẩ©2ABÌ =4a?= AB=aV2 =S 


=2a2 
aAscp =2 


A =OA.tan60° =a3. V, 


1 2a°./3 
SABCD. =28ascp.SA = =._ 
ƒ dụ 7. Cho hình chóp SABCD đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA.L (ABCD), 


=a.A,B,C, D lần lượt là trung điểm của SC, SD, SA, SB. S' là tâm hình 
ông ABCD. Thể tích khối chóp §'A'B'CD” là: 
aŠ Ch mm 
H— B.— C— D. 
` 12 18 24 
Hướng dẫn giải 
Ta có: (A“B'CD”)// (ABCD). 


SA 1(ABCD)=> SA L(A'B'C'D),SA! +(A'B'C'D) 


8®. 


1 a aa a2 
A'=—SA=—; S.„„....= “B.AD=—,“=— 
2 e 2. PC se ° 22 4 
1 Hà ⁄ 1438.187  XẠS 
... 


f dụ 8. Cho hình chóp S4BCD có mặt bên .S4B vuông góc với mặt phẳng đáy 
.và tam giác SAB cân tại S. Tính thể tích của khối chóp S4BCD, biết rằng 
ABCDP là hình vuông cạnh a, Bóc giữa mặt SBD và mặt đáy bằng 601, 


12 6 9 12 
Nướng dẫn giải 
Kẻ SH_L AB(He AB) (H là trung điểm của AB) 
=SSHL (ABCD) 


XU: 


Kê HI LBD(e BD)=—SI.LBD 
= (SBD),(ABCD)) =SIH =60° 
Có S¿;c; =a?, SH=HHItan60° 


1 a2 a⁄6 
IH=—AC= =SH= 
4 4 4 
Ầ 1 a3\/6 5 
Vậy Ý; xwcp = 3 SAnco.SH "12 k 


Ví dụ 9. Cho hình chóp SABCD có đáy là hình thoi, mặt bên S4# là t; 
giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Thể tích I 
chóp SABCD là: 

a) Biết: AB=BC=BD=a 


aŸ 2a3 a3 a? 
-— ,SX— s»———— D.— 
s 3 8 3 ° 3 4 
b) Biết: AC=2a,BD=4a 
3./ 3 $ 3 
A.2 B. vi C 2a v. mê 


Hướng dẫn giải 
Gọi H là trung điểm của 4Ø, vì ASAB đều >SH.L AB 
ax3 
2 
Sapgcp = 28, ¿pc = 2.ACBO (O=ACnBD) 


=2AO.BO =2v AB?—BO?,BO 


=alạa (AY,2_a2v3 
2) 5% 2 


1 a 
Vậy V; 2scp = 3 SAso.SH = rq 


a) ASAB đều cạnh a > SH = 


° 


b) S„yep “SACED = 22a4a =4a? 
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~2AC=a,OB= 2 BD=2a,AB= OA?+OB? =av5 


ASAB đều = SH= AB. °- sóc 


2a3AJ15 


ẬY V: xscp = 3 


lụ 10. Chóp tam giác đều SABC có đáy là tam giác đều cạnh bằng a, các 
anh bên tạo với đáy một góc 609, Thể tích của khối chóp là: 


3 3 3 3 
DIC) n4 x3 6. b.ậ- 
27 12 6/3 ỹ j. Š 
Hướng dẫn giải 
oi M là trung điểm của BC và H là trọng tâm tam giác ABC, 
hi đó: AH= 2AM->Ý3, Ta có: SAM=60° nên SH= AHtzn60° =a, 
áp 1 a24/3 | 
'ABC „Do đó: V;upc = 3° H-Sapc = 12" ị 


lụ 11. giấu tam giác đều sinh có đáy là tam giác đều cạnh bằng a, các 
nh bên tạo với đáy một góc ơœ. Thể tích của khối chóp là: 


a”tanœ '„ a*tanơ3 a”tanœ a”tanœ | 
B. €C. D. | 
9 12 3 12 | 
Hướng dẫn giải 
Gọi Mlà 3G điểm của BC và H là trọng tâm tam giác ABC. 
_ 


— 2 
Ta có: AM = ơ nên SH ai: Suy -_8 


a? a3 
Do đó V. 1 1 V3 vn , a tang 


SABC 2 Ti = 12 
,dụ 12. Cho hình chóp SABC có các cạnh ` bằng nhau cùng hợp với đáy 


góc 609, đáy là tam giác cân AB= AC =a và BAC =120°. Thể tích của khối 
'chóp đó là: 
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3a? a? đ »a” 
A, F B. " €. E D. 3 
Hướng dẫn giải 
Gọi M là trung điểm BC và H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AB 
SH cày) là đường cao của hình chóp. 


a? 
Bàn, SÁP. ACsin120° = ,=n và BC =2BM =2.ABsin60° =ax/3 
HASRe ki =a SH = HA.tan60° =ax/3 


nhau; AB= 6a,AC= 7a và AD=4a. Gọi M,N, P tương ứng là trung: 
các cạnh BC, CD, DB. Thể tích V của tứ diện AMNP là: 


A. v=-a" B. V=14a° c.v=28a° D.V=7a 
Hướng dẫn giải 

Ta có: Vage› =3AB. a. =28a° 

Vay _DP DN _1 1 


V BD DC T4 VbApn = 4 YpAnc =7a° 


D.ABC 
Tương tự, ta cũng có : VÀ. =7a” và Vạ xụ =7aŸ 
Từ đó suy ra: V„ „yụ =28a)=3.7a° =7a? 


Ví dụ 14. Cho lăng trụ ABC.A'B'C'có đáy ABC là tam giác vuông cân 
AC=2a.Hình chiếu vuông góc của A'trên mặt phẳng (ABC) là trúi 


điểm của AC, đường thẳng A'B tạo với mặt phẳng (ABC) một góc 
45°. Thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'C' tính theo a là: 

Hướng dẫn giải 
Do tam giác ABC vuông cân tại B nên AB = BC = a⁄2 
Gọi H là trung điểm AC=>A'H.L(ABC) 
Suy ra góc giữa A'B và (ABC) là A'BH =45° 
Nên tam giác A 'HB vuông cân tại H 
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TANT x xóa 52/2 =a° : 

lụ 15. Cho ABCD.A'B'C'D' là lăng trụ đứng có đáy là hình vuông. 

am giác A'AC vuông cân, biết A“C =a . Thể tích ABB'C' bằng: 
Hướng dẫn giải 


'C=a và AA“AC vuông cân SH ÄÁ=AÐ~32 


BB =a `”, Mà AABC vuông cân: AB = BC=Š > BC=E 


1 a2 
ÿ. nn SA Bọ n: 
3 48 


Ìụ 16 (Câu 35 đề minh họa THPT quốc gia 2017). 
jiết A 'C = axƒ3, thể tích khối lập phương ABCD.A'B'C'D'là: 


3 
; V=a? .. C.V=3/3a! D.V 2a? 
Hướng dẫn giải 


aCÓ: AC=AA'/2 
AIC)EAA*2+AC? =3AA^ => AA' sa => V =a9, 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


ột hình tứ diện đều có chiều cao bằng e thì thể tích của nó bằng: 


c.x2 p.9 
4 4 
g chéo (đoạn thẳng nối hai đỉnh không cùng 
nó bằng: 
a° aŠ 
€Œ——= D.— 
6/3 9 
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3. Một hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a, đường cao của hình c € 
bằng đường cao của tam giác đáy. 


Thể tích khối đó bằng: 
3 3 3 3 
K Ta CC. Bi» 
3 6 4 8 


4. Thể tích của khối hộp ABCD.A'B'CĐ' là (biết rằng (A'BB'D") là khối tứ 
đều cạnh a) 


a3/2 E a2/3 Œ a34J3 
b "—— 


5, Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'ECP' có AB=a,BC=b,AA'=c. Gọi 
lần lượt là trung điểm của B'C' và CD”. Mặt phẳng (AEF) chia hình hộp 
thành hai hình đa diện (H) và (H), với (H) là hình đa diện chứa đỉnh 
Thể tích hình (H) là: 


25abc 47abc abc 
A, B. C. D.—— 
72 72 tx 72 
6. Thể tích khối tứ diện đều cạnh bằng 1 cm bằng: 
A. X2 vn B. A2 cm C. X3 mẽ D. 2cm” 
6 12 12 


7. Nếu một khối tứ diện đều có chiều đài cạnh bên tăng lên k lần thì thể, 
tăng lên: 


A.klần B. kÌ lần C. lần D. k? lần 


8. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'E'CD' có AB=a,AD=2a,AA=a. Thể tícÌ 
của khối tứ diện ABD⁄C” là: 
3 8 
A. _ B, 2a” C ~ D. Kết quả khái 
9. Thể tích của khối chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a là: 
LA SE = c. 22⁄2 G 
6 
10. Cho "tua lăng trụ nh, giác đều có tất cả các cạnh đều bằng É Thế ta 
khối lăng trụ đó là: 
3 3 3 
na g3 c b3 


4 2 6 


D. Kết quả khắc 
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Cho khối tứ diện ABCD có đoạn BD là đoạn vuông góc chung của AB và CD, 
D =a, AB =c,CD =b. Góc giữa AB và CD bằng 30°. Thế tích tứ diện ABCD là: 
— B.—— C—— D. Kết quả khác 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, AB = 1cm, góc giữa mặt bên và đáy 
ng 60”. Khi đó thể tích của khối chóp bằng: 

2cm? B. 24/3 cm? C. 25m" D. X2 


6 
ho hình chóp tam giác đều S.ABC. Biết SA =2cm, góc giữa mặt bên và 


đáy bằng 60°. Khi đó thể tích của khối chóp là: 

24s l] „ 24; 3 
—=cm' B.———=cm €. —=cm D. 246cm 
7⁄7 5⁄5 13 

Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.A'BC'D' có A'B'=a, 


B=AA'= m Thế tích của nó bằng: 


7a3/2 PB a34/2 c a3/2 Ù 7a*-J2 
24 ` 24 ` 48 ` 48 


: Cho khối tứ điện H có thể tích bằng V. Xét khối tứ điện H” có bốn đỉnh là 
ng tâm bốn mặt của H. Thể tích của H' bằng: 
Đã g.X cử b.Ý 
2 9 8 4 
6, Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, A', B, Œ, D” 
lần lượt là trung điểm của SA, SB, SC, SD. Tỉ số thể tích của hai khối chóp 
.A'B'CTD' và S.ACBD là: - 
1 1 : 1 
— B.— €C.— D.— 
8 6 4 2 
Cho mặt cầu bán kính R và một hình trụ có bán kính 2R và chiều cao 


hi đó tỉ số thể tích của khối cầu và khối trụ tương ứng là: 


óc BS) 1< HS 
L2 V3 V3 V9 


181 


18. Cho khối lập phương ABCD.A'BCD' Gọi O là giao điểm của AC và 
Tính tỉ số thế tích giữa tứ diện OBCD và khối lập phương: ` 
1 1 1 1 
A.—= B.— C.— D.— 
ế 8 12 24 
19. Cho hình chóp S.ABCD có thể tích V với đáy ABCD là hình bình h. 
Gọi A,B' lần lượt là trung điểm các cạnh SA và SB. Thể tích tứ 
A'B'EC bằng: 
V V 2V M 
A,— B.— €—— D.—. 
_ "6 8 15 9 
20. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích V. Gọi I là tâm 
hình bình hành ACC'A'. Thể tích tứ điện ABB'I bằng: 
ND mở cậy p.Ÿ 
6 3 3 2 
21. Cho hình chóp tam giác S.ABC. Gọi A',B' lần lượt là trung điểm của $, 
và SB. Mặt phẳng (A'B'C) chia hình chóp thành hai phần. Tỉ số thể tí 
hai phần đó bằng: 
MỸ EẺ 1 2 
A.— B.— C.— D.— 
2 3 4 3 
22. Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Mặt phẳng đi qua A,B và tr 
điểm cạnh B'C' chia lăng trụ thành hai phần. Tï số thể tích hai phần đó là 
Về yÂ Z 6 ` 
A.— B.— €C— D.— 
5 12 4 Áo) 
23. Hộp lăng trụ ngũ giác ABCDE.A'B'C'Đ'E có thể tích V. Gọi M, N, P, Q¿ 


là trung điểm AA,BB,CC,DD,EE thì thể tích lăng: 


ABCDE.MNPQK bằng: 
1 1 1 1 
A.—V B.—V c D.——V 
2 4 sỶ 10 


244. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có thể tích V. Gọi M, N là trung đ 
A'B' và B'C thì thể tích khối chóp D'.DMN bằng: 
&Ÿ V V V 


B.— €C— D.— 
2 4 8 16 
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ho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông ở B.SA .L (ABC). Biết rằng 
=3,SA =4. Khoảng cách từ A đến (SBC) là: 


; gÁ2 cả p.12 


v3 B, sẻ c.AY3 D.av3 


ho tứ điện OABC đôi một vuông góc với nhau. 

¡ OA =a, OB = b, OC=c. Điểm M thuộc miền trong tam giác ABG. Gọi 
,z tương ứng là khoảng cách từ M đến các mặt phẳng (OBC), (OCA), 
(DAB), khi đó biểu thức nào sau đây là đúng? Ế 


;X.,Y,Z X.,ÿ Z 
A.,=++—<1 B.—++—=1 
a bec a b.c 
a2 +ể V1 D.Š+T+Ÿ= 
a bec a € 


Cho tứ diện đều ABCD. Điểm M thuộc miền trong của tứ điện. Gọi x,„v,zt 
ương ứng là khoảng cách từ M đến các mặt (BCD), (CDA), (DAB), (ABC). 
ọi a, b,  d tương ứng là khoảng cách từ A, B, C, D đến các mặt (BCD), 
CDA), (DAB), (ABC) thì: 


X2 Ê X:.# 3: + 
—+-+—+=<1 B.—=++—+—=1 
a b bị a bc d 
XI D.Š+Ÿ+Z+t=¿ 
a b a a bc 


Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có cạnh SA =x, tất cả các cạnh còn lại có 
lộ dài bằng 1. Với giá trị nào của x thì V;.se, đạt giá trị lớn nhất? 


.x=x⁄3 —- cx-22 D.x=443. 
Cho hình lăng trụ xoay tròn, bán kính đáy là R, đường cao OO'=h (O 
à O' là tâm của các đáy). AB là một đường kính di động của đường tròn 
-(O), CD là một đường kính cố định của đường tròn (O'), gọi ơ là góc giữa 
B và CD. Với giá trị nào của œ thì tứ diện ABDC có thể tích lớn nhất? 


ki TE L 
A.œ=— B.œ=— Cœ=— Đ.d=m. 
4 3 2 
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31. Cho tứ diện ABCD có d là khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và ; 
CD. Góc œlà góc giữa hai đường AB và CD, thể tích tứ điện đạt GTLN ‡s 
góc œ thay đổi là: 


A. V„„= AB.CD.d B. V„„= 5 AB.CD.d 
1 1 
C. Vu. =2 AB.CDd D. V„„ =2 AB.CD.d 


32, Cho hình chóp SABC có SA 1 (ABC),BC L AB. 
Gọi: SA =a, AB =b,BC =c; B' và C' tương ứng là hình chiếu vuông góc c 
điểm A trên 5B, SC; V là V' là thế tích của các khối SABC, SA”BC”. Khi đó: 


V'_ a? a2 XP sa a? 
TˆV a?+b?'a?+bf+c? ` Ý a?+b? a?+bÊ°+c? 
lu 1S Á ~ nhà. sa 

` VW a?+b2+c?  V a2+b? 


33. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với 
và SA= a, Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SB và SD; I là giao điểm 
SC và mặt phẳng (AMN). Thế tích khối chóp MBAI là: 

3 3 3 
A.— B.Ệ- ca b.Š- 
12 18 24 36 


và (ABC) để thể tích khối chóp lớn nhất là: 
A2 B.] cx2 p. X2 
2 3 3 2 
35. Cho hình chóp SABCD đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA.L (ABC 
SA = a, điểm Me AD, Ee CD, AM = CE = T- Gọi N là trung điểm của BM, Kl 


ặ 


giao điểm của AN và BC, Thể tích khối chóp SADK là: 
3 3 
Œ. a°J8 D. 8 
3 6 


cách từ M đến mặt phẳng (SBC) bằng b, AB = a. 
hể tích hình chóp S.ABCD là: 


'3ó, Cho hình chóp đều S.ABCD, O là tâm đáy, M là trung điểm của SO, khoảng 


VỆ =W Aswcrp:— Ấs xpcp 
2 3, 
=1sG'az~1s = ~7a)⁄2 
3 3 2 4 


3ì + 
-Ẩ1_ a°b B.v-1_ v2a*b 
3 va?—16b2 3 xla?—16b? 
1_ 2a%b 1_ 4a?b 
V=—=—=— D.V== 
3 va?—16b2 3 va?—16b? 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
2.58 [3D |4A [SA |6B [7B [8A 9.C_ [10.A 
|12.D |13.A |14A 15.A |16.A |17.D |18.C |19.B |20.A 
22.A |Z3.A |24.C |25.B |26.B 27.B |28.B j|29.A |30.C 
32.A |33.D |34C |35.D |36.C : 
# 
MS, so->SŠ, OA?+SO2 =SA*, 
A s 
M 
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GG =ŸMN=-BD 
V_.V 

V.=—=— 

ma --- 


17. Thể tích khối cầu V„ -R? 


Thể tích khối trụ V, =  z(2R)” =6nR°. 


km. —- 
Vậy —C=—:6=—~ 
ty dang 
18. 
d(O,(ABCD))=za 
1a 1 1 1 
= Vonep = 4+2 Šạcp = các 2a) 124 
= Yo»ep _ Ù 
M4 1022 
19. 
Vụ B'BC =W Anc —Vs uc: =M .ABC 
=1 V 4V 
2.2212 2'2 6 


186 


0. 
¿ 1 11 
Vi gẠp: =  WnaAm = 3-5 YebAAsw 


Suy ra tỉ số thể tích của 2 phần 
1 
là E 


V, 


ARMB'AIN = VẠnNA‹ È Và ¿sp svN, 
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25. d(A,(SBC))=AH=—_225_ ~12, 
[AB°+AS? 5 


a? 
TH: a2 (áp dụng bài 6) 


sửế 


=m 4 +mẹ;+ime nụ =ả— 


26. (mạ +, +. +m,)^ 


2;.XPC,yca.,Z4b _4bC_ X.Y, Z1 4 
€ 


3.3 3 ab 
28. 


29. Vy =34(S.ABCD)S,„e„ sả = 


Dấu “=” xảy ra «| SC .L (ABCD) © 


SB.L(ABCD) 
x 
L 

SD L(ABCD) 


30. 


Vigep = VAcsp-Aicpp — VÀ Arpc —Vgpep — VệcAp — VD pAn 
=xyh-— 4š h.~ 29) G 


Dấu “=” xảy ra ©x=y©ABLCD 0= 
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-31. Áp dụng công thức 0354» 


1O AC” 
=Eddj=i=l6-;„. 1C _1 
S”'2” T7” °®sG*§ 


Và Sa TM iAgi “Mu Sx/ 


tLẠnc 


34. SA =a.sinœ 
CS =a.cosœ $ 


1 4P vn. 
V = 35A-5¿sc = 2 sin0.a°.cos? œ 


= s8'.sing(1~sin? œ) =Za*(sing~sin? g) 
v3 4 


Vwyy„ €> sinx x=.Y 


(xét hàm f(t)=t—t?,te[0;1] ) 


>V. 


S.ADK T” 
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a 
6. ON=` : 
36. ON=Š 


Ñ.8g 1 
GH? "ON? ` OS” 
1_ 1 1 - 1 4 a°-16b? 
OS OH? ON? 4b? a” 4ap 
2ab 
vn la* ~16bÊ 
=V=1sOaz~1__2a° 
3 


3 va?—16b? ` 


190 


_=. 


Bài 4. Mặt tròn xoay 


ịnh nghĩa 

ho một điểm O cố định và một số thực dương R. Tập hợp tất cả những 

lểm M trong không gian cách điểm O một đoạn bằng R được gọi là 

ặt cầu tâm 0 bán kính R. Như vậy mặt cầu tâm O, bán kính R là: 
§(O;R) ={M !OM =R} 

ậy với 1 điểm A bất kỳ: 

ếu ØA < R thì A ở bên trong mặt cầu. 

Nếu ØÁ= # thì A thuộc mặt cầu. 

ếu ØA > thì A ở bên ngoài mặt cầu. 

"Nhận xét: Cho điểm M thuộc mặt cầu đường kính AB thì ta có 

.ẤMB=90° 

¡ trí tương đối 

trí tương đối của mặt cầu và mặt phẳng 

Cho mặt cầu S(O; R) và một mặt phẳng (P). Gọi H là hình chiếu vuông 

góc của O lên mặt phẳng (P) và d = OH là khoảng cách từ 0 đến mặt 

phẳng (P). Ta có : 

Với d> R thì mặt cầu (S) và mặt phẳng (P) không có điểm chung. 


Với d= R thì mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S). Khi đó ta 2 gọi (P) 

1à tiếp diện. 

Với d< R thì mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn (Œ) 
ới tâm H và bán kính r được xác định như sau: 

- H là hình chiếu vuông góc của tâm O lên mp(P) 


- Bán kính: r=vVR?~OH?, 


Vị trí tương đối của mặt cầu và đường thẳng 

Cho mặt cầu S(O; R) và đường thẳng (A). Gọi d = OH là khoảng cách từ 
0 đến (A) thì ta có các trường hợp sau: 

Với đ>Rthì (A) và (S ) không có điểm chung. 

Với đ=Rthì (A) tiếp xúc với ( S). 

Với d< Rthì (A) cắt C tại hai điểm A, B phân biệt. 
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3. Các tính chất của tiếp tuyến 
Định lý 1: Qua điểm A thuộc mặt cầu S(O; R) thì có vô số tiếp tuyến với mặt cả) 
(S). Tất cả các tiếp tuyến ấy đều nằm trong tiếp diện của (S) tại điểm A. 
Định lý 2: Qua điểm A ở bên ngoài mặt cầu S(O; R) thì có vô số tiếp tuyến với mị 
cầu (S). Độ dài các đoạn thẳng kẻ từ A tới các tiếp điểm đều bằng nhau. 
4. Diện tích, thể tích 
Diện tích của mặt cầu: S =4Z.K2 


Thể tích của khối cầu: V = áo 


5. Cách xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối đa diện 
a. Đa diện có những mặt là tam giác vuông có chung cạnh huyền 
Khi đó tâm mặt cầu ngoại tiếp là trung điểm cạnh huyền và bán kín 


bằng độ đài cạnh huyền. 


b. Đa diện là hình chóp SABCD (đây cũng là cách xác định chung cho hình chóp) 
Bước 1. Dựng trục A của đường tròn ngoại tiếp mặt đáy (A vuông g 
với mặt phẳng (ABCD) tại tâm đường tròn ngoại tiếp). 

Bước 2. Dựng mặt phẳng trung trực (P) của một cạnh bên (nếu có cạn 
bên đồng phẳng với A thì trong mặt phẳng ấy ta chỉ cần kẻ đườn 
trung trực Ð. của cạnh bên). 

Lấy giao điểm I của A với (P) (hoặc với D). Ta có I cách đều các đỉnh 
A, B, C, D nên I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. 
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ăng trụ 
oi 0 và 0” là 2 tâm của 2 đáy. Có OƠ' 1 hai đáy. 
oi I là tâm mặt cầu ngoại tiếp lăng trụ đứng. 
nN =A,L...A,I=A'I=A';I=..=A'I Œ) 
AI=EAmI (2) 
1)—= 1e OO” ,(2) 1e (4) (với D là đường trung trực của AA¿ trong mặt 
hẳng (AA'2O0'). 
uy ra ! là giao điểm của D và O0". 
uy ra I là trung điểm của 00'. 
dụ 1. Cho hình chóp §.48C có ABC là tam giác vuông tại B và SA vuông góc 
| đáy. Gọi M và N lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên SB và SC. Biết AC có 
ài là a, khi đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối đa diện ABCMN là: 


.. p.#& có n.#2 
3 2 2 2 
Hướng dẫn giải 
L(ABC)= SA 1L. BC 


TỶ = BC 1 (SAB) = (SA) (SBC) 


:AM L SB= AM L (SBC)= AM LCM 


uy ra AAMC vuông tại M. 
“Tương tự ta cũng có AANC vuông tại N, có AABC vuông tại B, 
ậy hình đa diện ABCMN nội tiếp trong mặt cầu đường kính AC, tâm I 


là trung điểm của AC và bán kính R = s 


Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABC có đường cao SA = a, đáy ABC là tam giác 
lêu cạnh a. Khi đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp là: 


a/21 p.# c. 2⁄21 aj21 
4 ` 6 ` 6 


Ð. 
7 


Hướng dẫn giải 
+;Gọi I là tâm tam giác ABC, qua I vẽ d // SA. Gọi H là trung điểm của SA, 
qua H vẽ đ//AI, da =1I =I là tâm đường tròn ngoại tiếp với bán kính là 


AL=AI2+ AHÊ = ni 
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Ví dụ 3. Cho chóp tam giác đều S.ABC cạnh đáy AB = a, đường cao SH 
Tính theo a và h bán kính hình cầu ngoại tiếp hình chóp. 


h?+a? 3h? +ø? 3"? +a? 3h? +4? 

A.——— B.———— €.#=———— D.R= 
6% 2ñ 4n 6h 
Hướng dẫn giải 
Tâm O của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện S.ABC là giao điểm của trục 
và trung trực của cạnh SB thuộc mặt phẳng (SHB). N 
Gọi M là trung điểm SB. Tứ giác OMBH nội tiếp suy ra: ⁄2 
3 s 
SO.SH = SN .SB = ca 
%B? 

R=OS= trong đó: 

= 25H 8 c 
2 2? - 
SB° = SH" + MB =n  +| 2,83  _ ga, 42 - 3P +a? 
3 2 3 3 ^ 


2 + 
Vậy bán kính hình cầu ngoại tiếp S.ABC là œ —= 


Ví dụ 4. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, có cạnh đáy bằng a và góc hợp bị 
mặt bên và đáy bằng 60”. Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC... 


LẬP BE c1 _ 
12 13 12 15 
Hướng dẫn giải 


Áp dụng công thức ở ví dụ 2. Như vậy, cần phải xác định chiều cao khối chóp: 


1 1 a3 4 
h==AH.tan60°=—,— J3 =^ 
3 Luận ở Thoig 7 
Vậy bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là: 


2 
3Í | +a? 
R= (:) lỦy Ta 


sã Ca Đáp án: Œ. 
2 
Ví dụ 5. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, có cạnh đáy bằng a và gó 
hợp bởi cạnh bên và đáy bằng 60°. Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hìn 
chóp S.ABC. 


AE 1Š c3 b.Š 
5 xi 3 
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Hướng dẫn giải 


p dụng công thức ở ví dụ 2. Như vậy, cần phải xác định chiều cao khối chóp 


h=Š AH.tanG0? =Ố “Ä dã=e 
34°+a? _ 2a 
, bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là # BH ng Tin 
,& 
ụ 6. Bán kính mặt cầu đi qua 4 đỉnh của tứ diện đều ABCD có cạnh a là: 
«6 B, a% €. a6 D. 2v 
VÀ 3 4 5 


Hướng dẫn giải 

Gọi G là trong tâm tam giác ABC, khi đó tâm 
[ mặt cầu ngoại tiếp cần tìm là giao điểm 
giữa trục của tam giác ABC (đường thẳng đi 
a G và vuông góc với (ABC)) với mặt 
ẳng trung trực AD, 

¡ M là trung điểm của AD. Ta có: 


Hà II n. ST c, 421, -.p, #421 

4 6 6 vị 
Hướng dẫn giải 

Gọi O, O' là tâm 2 tam giác ABC và A'E'C', 

a có tâm ! mặt cầu ngoại tiếp lăng trụ là trung điểm 0O". 

ó bán kính: 


lA =A|OA?+OF = [z£Ï-š =S-+£ -<- 2a 1, 
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Ví dụ 8. Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C” có AB=a, mặt phi 
(A'BC) tạo với mặt phẳng (ABC) một góc bằng 60°. Gọi G là trọng tâ 
của tam giác A'BC. Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện GA) 
theo a là: 


A. R=Š2 B.R=J, C. =7 D.R=4 
1 13 11 12) 


Hướng dẫn giải 

Gọi AGnBC=M 
- Bhyảng 

MA .LBC 
=((A'BG,(ABG))= AMA'=ó60° 
Gọi GŒ' là trọng tâm AABC 
=GG!//AA'=GG' L (ABC) 
Xét AGG'M vuông tại G” 
Có góc (GMG") = ó? 


(AABC cân tại A) 


=GG'=GŒ'M.tan609 =^AM.tan609 ==2ÝŠ „J3 =Ê. 
3 3 2 2 
7a 
12 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

1. Cho-tam giác ABC. Quỹ tích tâm các mặt cầu đi qua ba điểm A,B,C là 
A, Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại trực tâm tam giác ABC. 
. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại trọng tâm tam giác ABC, 
€. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại tâm đường tròn ngoại tiế 
tam giác ABC. DU 
D. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại tâm đường tròn nội tiế 
tam giác ABC. k Ễ 

2. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'. Gọi (9) là mặt cầu đi qua bốn điểt 
A,C,B',D'.Trong số các điểm B,C',D , điểm nào nằm trong mặt cầu (5)? 
A. Điểm # B. Điểm Œ 
C. Điểm D D. Không có điểm nào 


Áp dụng công thức câu 3 =R= 
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o tứ diện đều ABCD. Gọi (S) là mặt cầu đường kính 4Z. Điểm nằm 
ng mặt cầu (5) là: l 
Trung điểm cạnh 8C B. Trung điểm cạnh CD 
Trọng tâm tam giác ĐCD Ð. Trọng tâm tứ diện ABCĐD 
o tứ điện đều ABCD, O là trung điểm cạnh A5. Gọi (S) là mặt cầu 
m Ó tiếp xúc với đường thẳng 8C. Mệnh đề nào sau đay sai? 
Mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng AD 
Mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng AC 
Mặt cầu (5) tiếp xúc với đường thẳng CD 
, Mặt cầu (Š) tiếp xúc với đường thắng øD 
Irong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào đúng? 
„ Mọi hình chóp tam giác luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 
Nếu hình chóp tứ giác có mặt cầu ngoại tiếp thì đáy của hình chóp 
hải là hình chữ nhật. 
Hình lăng trụ có mặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khi đáy của nó là đa 
c nội tiếp đường tròn. 
Cả ba mệnh đè A,B,C đều đúng. 
nh đề nào sau đay sai ? 
. Mọi hình hộp chữ nhật luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 
, Hình lăng trụ đều luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 
Hình chóp đều luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 
Hình chóp cụt có mặt cầu ngoại tiếp khi mặt bên của nó là hình thang cần. 
ho tam giác vuông AEC với cạnh huyền A8=a. Mặt cầu đi qua ba 
iểm ABC có bán kính bé nhất bằng: 
ca B.2 C. 2z p.ẺE 
2 2 
ho tam giác đều AØC cạnh z , mặt cầu đi qua ba điểm AC có bán 


ính bé nhất bằng: 
a⁄3 aý2 a⁄2 
" TIN Seo. p4“ 


a6 

3. 2). `3 

ho tứ điện ABCD có ba cạnh Að,BC,CD đôi một vuông góc với nhau và 
B=a, BC =b,CD =c. Đường kính mặt cầu đi qua bốn đỉnh A, 8,C,ÐD bằng: 


.Ổ Mø?®+b?+c? B. V—a? +? +c? 
sa? —b? +c? D. Va?°+b?—c? 
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10. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình tứ diện đều cạnh a bằng: 


a\46 ` a6 : a3 p.# 
ro 4 4 2 
11, Cho hình chóp §4BC có đường cao §Á=22, đáy ABC là tam giá 
cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 
ax3 2ax3 2a4J2 2ax13 
A.——— 5, €.—=— D.—— 
3 3 3 6 
12, Cho hình chóp §4BC có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ng 


tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 


3 
Áca B. a/2 C. ác D. sẽ 
13. Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh z có bán kính bằng: 
A. a3 B. ¿5 C sẽ p. `. 


14. Cho hình chóp tam giác đều S.AZC có cạnh bên bằng z và cạnh đái 
a2, Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 
A. a/3 n. S2 -C n, 222 

2 3 3 

15. Cho tứ điện đều ABCD có cạnh a. Gọi A# là đường cao của tứ d 

và S là trung điểm đoạn thẳng 4 . Mặt cầu đi qua bốn điểm S, B,.Œ, 


có bán kính bằng: 

a3 a6 a6 

. B, — €—— D, —— 
Khổ 2 4 3 

16, Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm O và có cạnh bằng 

Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp Ø.ABCP có bán kính bằng: 

A.z2 n. 2⁄2 C.a/2 p.ận 

4 2 4 ñ 

17, Cho tứ diện đều cạnh z. Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp 

điện tới mặt phẳng đi qua một mặt của tứ diện bằng: 
ä a6 : a/6 Š a/3 aJ3 


HÀNI DJ TU `4 = 


„ Cho tứ diện đều cạnh a. Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ 
ện tới đường thẳng chứa một cạnh của tứ diện bằng: 


a3 a3 a/2 a2 
Lm B.—— C.—— D.—— 
2 4 2 4 
; Một tứ điện đều nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của tứ diện đó bằng: 
2v6R v6R v6R 2⁄3R 
A- “S— B.T— cT— h Ng 


Cho tứ diện đều AB8CD có cạnh a. Gọi Ø là trọng tâm tứ diện đó và 
(ý) là mặt cầu tâm Ø bán kính SP . Mặt phẳng (8CD) cắt mặt cầu 
(5) theo đường tròn có bán kính bằng: 


c. s4 p, S2 
6 4 
Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của hình 
ập phương đó bằng: ⁄ 
x3R 263R v3R x3R 
Ạ. 3” B. —3— ——— D. 


6 4 
Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ 
âm mặt cầu tới mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng: 


ˆ.2R g.32R c2R p. V?R 
. 3 4 6 


Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ tâm 
mặt cầu tới đường thẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng: 
X6R 2J3R _ 3E v3R 
A.—— B. ——— C.—— D.—— 
3 3 4 6 
Một mặt cầu tiếp xúc với tất cả các cạnh của hình lập phương cạnh z 
hì diện tích mặt cầu đó bằng: 
„47 B. 4za? C. 2Za? D. 242 
Cho tứ điện đều AZCD cạnh a. Một mặt cầu tiếp xúc với các đường thẳng 
AB, AC, AD lần lượt tại các điểm Ö. C, Ð. Bán kính mặt cầu đó bằng : 
aý⁄3 aý2 a2 
2 


A.—— B.—— - 2 w D, 
2 3 C a⁄2 
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26. Cho hình tứ chop tứ giác đều ÿ§.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng 
Một mặt cầu tiếp xúc với các đường thẳng $4, $B, SC, SD lần lượt 
các điểm A, Ö, C, Ð. Bán kính mặt cầu đó bằng: 


A.a B. c. s. 


E DĐ. aV2 


27. Một hình bát diện đều cạnh z có nội tiếp được một mặt cầu h 
không? Nếu có thì bán kính R của mặt cầu đó bằng bao nhiêu? 
A. Không B, Có, R= 


tất cả các cạnh của bát diện đó? Nếu có thì bán kính R cửa mặt cầu đi 
bằng bao nhiêu? 


A. Không có B.Có, =“ 


C. Có, =2 D. Có, #=z4/2 


29. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ð' có cạnh z. Một mặt cầu tiếp xứ 
với ba đường thẳng AB, AD, AA' lần lượt tại các điểm ö, 2 và 
Bán kính mặt cầu đó bằng: 


A.a B. : c. vã D.av2 


30. Cho hình lập phương A8CD.A'B'C'D' có cạnhz. Một mặt cầu tiếp 
xúc với ba đường thẳng AC, AD y AB' lần lượt tại các điểm €C, D' và 
- Bán kính mặt cầu đó bằng: 


2 

A.a B.Š C. a2 D.z2 
⁄2 2 

31. Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh bên bằng z và cạnh đáy bằng zŸ2 

Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 


.: sa c.sv3 b.^ 


5: 
2 
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32. Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằnga2. 
Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tới mặt phẳng (ABC) bằng: 
A. 2⁄6 ng. c 23 p. Sv3 
3 6 4 2 
33. Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằnga2. 
Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tới mặt phẳng (SAB) bằng: 
A< B.Ê c5 p. “v3 
2 3 4 2 
34. Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'' có tất cả các cạnh đều bằng a. 
Bán kính mặt cầu ngoại tiếp lăng trụ đó bằng: 
V21a 


v34 X3a c. *?21a 
`3 `6 3 


D, 


cắt mặt phẳng (P) theo đường tròn có bán kính bằng: 
A,4 B.3 Œ1i p.2 
36. Mặt cầu (S) ngoại tiếp hình lập phương ABCD, A'B“C'P' cạnh a. Khoảng 
cách từ tâm mặt cầu tới mặt phẳng (BDA') bằng: 
A. a3 B. a3 Dã a2 p. 3 
2 3 4 6 
7. Cho tứ điện đều ABCD cạnh a và (S) là mặt cầu đi qua trung điểm các 
cạnh AB, BC, CA, DA. Bán kính mặt cầu bằng: 


A.=8 = c, 2 p. 4⁄2 


4 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


4C |5.A |6.D |7.B |8.A |9.A |10.B 
14. B | 15.C | 16.D | 17.A | 18.D |19.A |20.C 
24.C |25.D |26.A | 27.D |28.B |29.D |30.A 
34.C |35.A |36,D |37.C | j ỷ 
IB= HH +MBẼ >MB=S 
a 
=Run =2 % : 
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8. Ic>6c=s lễ 


=ALAG= AH.AD 
=A'slŠ= 12. Aj— 8Š _ 
3 2 4 
1 


11. 


AG=-==IA=+lT@? + Ađ? 


4 


q” _ 2d 


3.8 
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a 1 rÌ Ị : 
C= HB =—>; AH =—.AH =~. 
B “3 2 2 3 


đả - H4. Jgu 0V, 

GM_ AM ` aj3 a3 12 
= 

8. Áp dụng bài 10 

X6 


KG R G2 Ngg 


=. Ê— 5 „nỗ 
3 


2 
=IH=^]1@*+GH? -h 


=r 


2 Đ d 
ong 2.(BH” + BA°—AH?) “(3 a 
xiên 4 8 4 2 Ỷ 
1đ 6 
,SH=5K.SB SI-—= 258? =2. =sSI=“Ý”=R 
-_5I > XE 272 ' 
z 
a3 a_1 ø_ 1 a3 3a 
b =“ C'=>0J.—=—.0C?=—.| — gj=— 
6, 0C ;0I.0J =OM.O =>0/n C: =0 P 
M 
ơc 
-# 
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a4 4h _2R/6 


19. Ấp dụng bài 10 ta có R=“Y2”—=a-= S—2 v9 
p ung Dái a có + a N3 5 
a a3 
20.r=cw=_8_—4v3 
2/3 6 
21. Áp dụng bài 13, ——.. 
% 
£ š 2R a_R 
22. Áp dụng bài 21, a=“==d=Z=-= 
M3 ớU ⁄8 2 x3 
23. Áp dụng bài 21, BS SG a=8,Js„2R _ RV6 
Ệ ⁄3 2 j& 3 


24. Mặt cầu tiếp xúc tất cả các cạnh của lập phương 


m5 
«ÄÝÑR “.. =4zRF = -sz(*Z] =2zd? 


bị 2 
GD=~=>=;AG=a,|— mà AI,AG = AD? 
3 IE] 


2 3 a 
>Ala lỆ =# AI=alŠ =ip= —== 
3 2 RuờNG 


26.1C=a=R 
29, 
av2 1 1 1 
= === 
v3 “0D” DAẠT pị? 


=b=2*ằ Re à 


A" 
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p dụng bài 25, R=ư “ng 


32. Ấp dụng bài 14, 1Ø=|SG—IS|= _ 


Áp dụng bài 14: : $ 


m..a 

2 3 

2 
SM=4SC?—CM? = “-|“#) _a⁄2 
2 2 Ad kề 
M 

1H — SĨ IH 
22c uó20Y cào HiẾt lở 
GM SM ` a/2 B 


Xe 


a7 _aý21 


2⁄3 6 


=R 
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35. R=v5°—~3? =4 


® 


36. ! là trọng tâm tam giác AA'C 


= AI =20I=d(0;BD4))=2.d(AÐBA') -¬h 


Áp dụng công thức tứ điện vuông 


1.1, 1,1 _a_ 


==-;†+ + >ch= “ 
hˆ a2 da? q” N. 


=d(0;BDA')=—“>— 


2⁄3 


37. Áp dụng bài 18, =R==S 
B. MẶT TRỤ 
1. Định nghĩa 
Mặt trụ tròn xoay 
Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng d và A có đ/A và cách nhau, 
một đoạn là R. Khi quay (P) quanh A thì d tạo nên mặt trụ tròn xoay có: 
trục là A, d là đường sinh. : 
Hình trụ tròn xoay 
Cho hình chữ nhật ABCD quay quanh cạnh AB thì đường gãy khúc (AD, 
DC, CB) sẽ tạo nên hình trụ có trục (hay là đường cao) là AB, đường 
sinh là CD và bán kính đáy là BC. 
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Khối trụ tròn xoay 

Phần không gian giới hạn bởi một hình trụ (và cả hình trụ 5 xác định 
một khối trụ tương ứng. 

Diện tích xung quanh của hình trụ: 5„¿ = 2xR.h 


Thể tích khối trụ: V =zR?h 

Trong đó: R là bán kính đường tròn đáy, h là độ dài đường cao. 

{ dụ 1. Trong không gian cho hai điểm cố định là A và B. Tập hợp các 

- điểm M sao cho tam giác AMB có diện tích S không đổi là: 

A. Mặt trụ có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R _ 

B. Mặt trụ có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R= m 

: €. Mặt trụ có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là &= = 

D. Mặt trụ có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R= = 
Hướng dẫn MO - 

- Ta có 8„„ = 2AB4(M, AB)>d(M, AB)= 

Tập hợp các Siến M sao cho tam giác yết có diện tích § không đối là 

tập các điểm M cách đều AB một khoảng "nà Đó chính là Mặt trụ có 


trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R= - 

í dụ 2. Cho hình trụ có bán kính đáy là R = 2 cm, chiều cao là h = 3 cm. 
Diện tích toàn phần của hình trụ là: 

; A,10% B. 121m C. 207 D. 16x 

: Hướng dẫn giải 

Sẹp = S„ +25, =2Rh+, 22zR? =2z.2:3+2.z2? =20Z 


Ví dụ 3. Cho hình trụ có diện tích xung quanh là 20 và chiều cao là h = 5. 
Tính thể tích của khối trụ: 
A. 50% B. 1007 C, 252 Đ.20+ 
Hướng dẫn giải 
Gọi R là bán kính đáy. 
Hình trụ có diện tích xung quanh là 20 = 20Z = 2ZR.5—= R=2. 
Vậy, thể tích của khối trụ: 
V =zR?.h = z.4.5 = 207. 
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Ví dụ 4. Cho hình trụ có bán kính đáy là R = 5cm, thể tích là V = 1001 (cm?). C 
hình trụ bởi một mặt phẳng song song với trục hình trụ thì có mội 
hình chữ nhật AECD với A, B thuộc đường tròn đáy tâm O v 
ÄÃØB =120°. Diện tích của thiết điện (cơ) là: 

A. 5/3 B. 1043 C.20 Ð. 2043 : 

Ví dụ 5. Cho khối trụ có đáy là các đường tròn tâm (O), (O') có bán kín 
là R và chiều cao #=/2. Gọi A, B lần lượt là các điểm thuộc (O) v; 
(O”) sao cho OA vuông góc với O'B. Tỉ số thể tích của khối tứ diện 
O0O'”AB với thể tích khối trụ là: ` 


A, z m..L €. + 
2z 6z 3 
Hướng dẫn giải 
Ta có: 


Ø'B 1(O'0A)>Vz¿¿; =30'B.6,„„ . 


Thể tích khối trụ W„ = RV/2.ZR? =R°Zz42 


Vậy thể tỉ số cần tìm là Ýøøø ~_L_, 
V„y 6z 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


1. Cho mặt trụ tròn xoay (7), trục là A.. Một mặt phẳng (2) vuông góc. 
với A sẽ cắt mặt trụ tròn xoay theo một giao tuyến là: 
A. Đường tròn - B, Elíp €. Parabol D. Hypebol 
2. Cho hai điểm A, B cố định. Tập hợp những điểm M trong không gian 
sao cho diện tích tam giác MA không đổi là: 
A. Mặt nón có trục AØ 
B, Mặt trục có trụ 4# và bán kính KT 
€, Hình trụ có chiều cao AB 
Ð. Một đáp số khác 
3. Một khối trụ có bán kính đáy z= 7cm, khoảng cách hai đáy bằng 10c.“ 
Khi cắt khối trụ bởi một mặt phẳng song song với trục cách trục 5c 
thì điện tích của thiết diện là: 
A.S=34en2 B.ÿ=36em? C. S=21V3I ơn — D.S=40/6 ơn 
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Cho hình trụ có bán kính đáy là đường sinh /=10cm. Khi đó diện tích 

xung quanh của hình trụ là: 

A. Š„„ = 60⁄cm? B.S„ =70Z cm? 

€ Sự =807Z cm? D.S„ =90Zcm? 

Cho hình trụ có bán kính đáy là R=2œmdiện tích xung quanh 

Š„=32Zcm?. Khi đó độ dài đường sinh là: 

A.=6cm B./=§em Œ. /=10đmn D./=l2ơn 

Cho hình trụ có đường sinh /=8§en , diện tích xung quanh 
8„ =44Zcm? Khi đó bán kính đáy là: 


A. R=“ em B. R=4cm C. R=4,5cm : D. R=< ơn 


ho hình trụ có bán kính đáy là R=3cm, đường sinh / = 5cm. Diện tích 
toàn phần của hình trụ là: 


A. S„ =347rcm? B. %„ = xen? 
"". =48Zcm? D.s„ =64Zcm°? 


ho hình trụ có đường sinh /=2zm, diện tích toàn phần %„ =Š cn?. 


Bán kính của trụ là: 
.A, R=lem B. R=l+/2 em ` 


- R= Tế cm b.R-x2—Ẻ cm 


Cho một mặt cầu có bán kính R£ và một hình trụ có bán kính đáy 2K 
à chiều cao là 3®. Khi đó tỉ số giữa diện tích mặt cầu và diện tích 
;xung quanh của hình trụ là: 


Šz=Ị B.Ểc—L CS — p.Š--“ 
s2 S3 sa 


Ũ Ề 


h 
0. Một kình trụ có bán kính đáy là a và có thiết diện qua trục là một hình 
uông. Diện tích toàn phần của hình trụ là: 

:A..S„ =224?B, S„= 422? €. Š„ = 62a” D. Š„ =8⁄72? 
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11. Một hình trụ có bán kính đáy 8= 2em và đường cao 2NÄem , A và Blà: 
hai điểm trên hai đường tròn đáy sao cho góc hợp bởi 4 và trục của 


hình trụ là 30? 
11.1 Diện tích toàn phần của hình trụ là: 


A, S„ =8cmÈ B. S„ =(8z+3) cm? 

C. S„= 8-3 cm” D. %„ =8z(1+x3)cm? 
11.2 Khoảng cách giữa AZ và trục của bình trụ là: 

A.d=A42cm — B.d=A3cm C. d=2ơm Ð. 2 =5 em 
12. Thể tích khối trụ có bán kính đáy # =2cm, đường cao h=3em là: 

A. V=6Zzcm` B, V=8Zem` 

C. V =12zem? D. V=l6Zem° 


13. Cho khối trụ có thể tích V =64cmỶ, bán kính đáy R =8em. Đường cao: 
của khối trụ là: 


Ai W= tên B.h=^Šơm Đ.á= em D.®= em 
h3 1 1 + 
14. Cho mặt cầu bán kính R và một hình trụ có bán kính 2K và chiều cao 


=. Khi đó tỉ số thể tích của khối cầu và khối trụ tương ứng là: 


Ä X2” B.c—~Ó c. =2 p.Xe=2 
VY. 2 Y. 3 V3 V. 7 


15. Một hình trụ có bán kính đáy 2em và có thiết diện qua trục làm 
hình vuông có thể tích là: 
A. V=6ZemẺ B. V =10Z cm” 
C. V=16zem? D. V =20Z cm” 
16. Thể tích của khối lăng trụ tứ giác ngoại tiếp khối trụ có bán kính đáy 
2em và có thiết diện qua trục là một hình vuông: 
A, V=32 em” B. V=36em° Œ. V =64em? D.V=T chẺ. 
17. Cho hình lăng trụ xoay tròn, bán kính đáy là R , đường cao OO'=h 
(O và Ø' là tâm của các đáy). AB là một đường kính di động của 
đường tròn (Ø), CD là một đường kính cố định của đường tròn (Ø3 
gọi œ là góc giữa AB và CD. Diện tích tam giác ACD là: : 


A. di(AADC) =Vh? + R” sin? ø B. 2/(AADC) = R4|h? +RP sin? ø 
€. đ(AADC) = Rẻ? + RẺ sin ở D. đ/(AADC) = RJh+RŸ sin? ø. 
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ho hình trụ có đáy là hai đường tròn tâm Ø và O@' bán kính #, 
iều cao #42. Trên hai đường tròn (C) và (Ø}) có hai điểm A, Ö di 
ộng sao cho ØA và O@'ð hợp với nhau một góc œ không đối. Độ dài 


AB = Rsinø D. AB=2R | +sn"  .. 


ho tứ diện đều ABCD cạnh a. Một mặt trụ đi qua hai điểm A, B và có 
một đường sinh là CD. Khi đó trục của mặt trụ là đường thẳng đi qua: 
'A. Trung điểm AC 
Trung điểm AB 
Trung điểm BC 3 
Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM, trong đó M là trung điểm CD 
ho hình lập phương ABCD.A'B°C'D'. Có bao nhiêu mặt trụ tròn xoay 
qua đỉnh B, C, D, A', B, D'? 
Không có B. Có 1 '€. Có 2 D. Có 4 

ho lăng trụ tam giác đều có tất cả các cạnh đều bằng a. Thể tích của 
hình trụ ngoại tiếp lăng trụ đó bằng: 
3.2" n. 2” : 
4 3 2 
1 số thể tích hình cầu và thể tích hình trụ cùng ngoại tiếp một hình 
phương bằng: 


== B. V2 c. v3 D.z 


ĐẮP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


2B |l3C ]|l4C |5B |6D ]|7C ]8D [9€ |i0c 
.D | 11.2.B | 12.C |13.A | 14.D |15,C |16.C |17.B |18.D |19.D 
[21B |22.C | : 


V??—8? =2wÏ6=S,„„„„, =2x.10 =40x/6 


Sự =222RI=2Z.4.10 = 80Z7(em”) 


ã 3 
C 3za PÐ- 2za 


=2zRI= 32z=2z.21—I=8(cm) 
211 


6. S„ =2/zRI — 44x =27.R.8— R = (em) 
7. S„, =2.RI+27x.R° =20x.3.5+27r.3? =482(cm”) 
B. 5, =20.R1+288Ù mộ =2.R.2+2.R” => 4RP +BR=1 


5-2 _ V2z—4 
=P (em) 


®=——— 
2 
2 z_ 5 1 
9. S,=47z.R; Sự =27.2R.3R=12zRÍS<*=— 
Ñ, 3 
10. Thiết điện qua trục là hình vuông 
—=I=2R=2a =—S„,=27r.Ñ.+227R” = 2.a.2a+27.4a2 = 67a? 


11.1 5„=22RI+22R? =27,2.243 +2zz.2? =8z(L+vJ3)(cm2) 


11,2 BA' = 2; đ(O0';AB)=4(OO';ABA')=x3 


12. V=zR°h =zz.2.3=12/r(cm”) 
13. V=ZzR”h =64=z.8%1:—> k=- (cm) 
+% 


14. V.=4ZR°;V,= 2z.2R-S +2z(2RƑ =14ZR? = = 
; 


15. Thiết diện là hình vuông >hb=2R=4 (cm) 
=V=zR?h=zz.2.4+=16/(cmẺ) 


212 


V=(2R)`=43 =64 


AH~AH”+ HH” =d|h? + RẺ? sin? ø; Sục =2.CD.AH=R h°.R.sin? œ 


Cho AB // 00'—>AB=R^/2;z=0. Thay vào 4 đáp án, thấy chỉ có đáp 
n D thỏa mãn. 
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C. MẶT NÓN 

1. Mặt nón tròn xoay 
Định nghĩa: Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng / 
và A cắtnhau tại O và tạo với nhau một góc œ, trong đó 
09 <œ<909, 


Cho (P) quay quanh A thì d tạo nên mặt nón tròn xoay B 

với trục là A và d là đường sinh, O là đỉnh, 2œ là góc ở đi, 
2. Hình nón tròn xoay và khối nón tròn xoay: 

Xét tam giác OAB vuông ở A. Khi quay xung quanh 

đường thẳng OA, đường gãy khúc (OB, AB) tạo nên 

một hình nón có đỉnh là 0, trục (hay đường cao) 

là OA, bán kính đáy là OB và đường sinh là AB. 

Phần không gian giới hạn bởi một hình nón 

(và kể cả hình nón ấy) được gọi là khối nón, 

Diện tích xung quanh của hình nón: 

Diện tích xung quanh của hình nón bằng tích số của nửa chu vi đáy 

đường sinh. 


Dọ đó ta có: 


Trong đó R là bán kính đáy của hình nón, / là đường sinh. 


3. Thế tích khối nón 
Thể tích của khối nón bằng một phần ba tích số của diện tích mặt đá 
với chiều cao. 


Ta có V ~mR20h, trong đó: R là bán kính đáy, h là chiều cao của hình nón. 
Ví dụ 1. Cho hình có đỉnh là S, đường cao là S0 và A, B là hai điểm thuộc ở 
tròn đáy. Cho biết a là khoảng cách từ O tới AB và §42=201;ŠAB=60!. 

Độ dài đường sinh là: 


A. ca B. aV2 C.3a D.242a 


Hướng dẫn giải 
SA =SB,góc SAB =60° = SAB là tam giác đều= AB =1 
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2 
AO=Leos30°, có d(O,AB)” -(^›-{#)) =I=a2 
` 


í dụ 2. Cho hình nón có bán kính đáy là 25 cm, chiều cao là 20 cm. Diện tích 
thiết điện tạo bởi mặt phẳng qua đỉnh hình nón và cách tâm mặt đáy một 
đoạn bằng 12-cm là: 


A, 300czn2 B. 400cm? €. 500cm? D, 600cm? 
Hướng dẫn giải 
OI=2(0,(P))=12em 
SƠ.OI 
0J=đ(O.,(AB))=—=———=—= = l5cm 
(Ø.(A5)) 'OPETd 
JB=xOB?—~O1? =20em SJ=xSO?+OI? =25em. 


=i„= 5 SỬ.AB = S7.JB = 500cm? 


í dụ 3. Cho hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác vuông cân với 
cạnh góc vuông là a 
a) Thể tích khối nón là: 


"_- g. z2 c5 p, =8 
3 h6 T8 = 
b) Diện tích toàn phần của hình nón là: 
A m2 B z2 LH x2 D. 
TEECT nh SR2] 
c) Diện tích thiết diện(P) qua đỉnh hình nón và tạo với đáy một góc 60° là: 
Ạ, 8O/2 g. 22⁄2 c.22/2 p, 82⁄8 
6 3 2 3 
Hướng dẫn giải 
2 2 
a) Có R=ÝSA” +SBˆ _aV2 ¡_ /SAT—RP 32. v_1„pznS/2 
2 2 2 3 12 
b)ổ,„ =zRi=Š= S„=Z 
€) Gọi J là trung điểm AB, 
a6 a6 a3 a24/2 
OJ =h.cot60° = _=5J==/B=* “=Su=ST^: 
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Ví dụ 4, Cho hình nón có đường sinh với độ dài là a và œ là góc giữa đườ 
sinh với mặt đáy. 
a) Thể tích khối nón là 


A. loi cOS” œsinœ B. na” cos? œsin2 œ 

C. . nh cosŒsin? œ D. na" cos” œsinˆ œ 

b) Diện tích xung quanh của khối nón là 

A. Ảneosoca? B. xcosd.a? C. -sn œ.a? D. mxsinœ.a? 
Hướng dẫn giải 3 

a) Có R=acosœ,h =asinœ => V =.nR”h _i cos? œsin œ 


b) S,„ = xRI =ZcosG.aˆ 


Ví dụ 5. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy là a, uuạc cát dạu vì 
đáy một góc là 45”. Diện tích xung quanh của hình nón nội tiếp trong hình 
chóp là: 

1 Ẫ 1 5 1 š 1 š 
A. s“ 2a B. s”v2a €C. 7 2a D, sa n2a 
Hướng dẫn giải 
Gọi r là bán kính đường tròn nối tiếp ABC 


_a⁄3 v3 
` AM 


r= =h=rtan 459 =Š 


=5, =mrl =1rAlh? +rÊ - bu 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


1. Một mặt nón xoay có bao nhiêu đường sinh? 
AI B.2 €3 D. Vô số 
2. Cho một mặt nón tròn xoay N có trục là A, đỉnh @. Một mặt phẳng (2) không: 
đi qua Ø và vuông góc với A sẽ cắt mặt nón N theo một giao tuyến là: 
A. Một điểm B. Một đường tròn 
C. Một elip D, Một parabol 
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, Mọi mặt phẳng đi qua trục A cắt mặt nón N theo hai đường sinh tạo với 
nhau một góc œ, nếu góc giữa Á và đường sinh 1 là 30° thì giá trị của œ là: 
A.15 B. 307 C. 60 D. 90° 

Cho mặt nón N, một mặt phẳng (P) cắt mọi đường sinh của mặt nón thì 
giao tuyến của chúng là: 

A.Đường thẳng B.Đườngtròn C.Elíp D. Parabol 

Cho mặt nón N, một mặt phẳng (P) cắt mặt nón và (P) song song với một 
đường sinh duy nhất thì giao tuyến của chúng là: 

A.Đườngtròn B.Elíp €. Parabol D. Đường thẳng 

Cho hình nón có bán kính R=2em, đường sinh í=4em. Khi đó diện tích 
xung quanh của hình nón là : 

A. 2Zzcm° B. 4Zcm?2 €. 6cm” D. 8Zzem? 

Cho hình nón có diện tích xung quanh là „„ =12em°, đường sinh =2cm. 
Khi đó bán kính đáy của nón là: 

A. R=4cm B. #=6ơn C. R=§cm D, R=l2œmn 

Cho hình nón có diện tích xung quanh là S„„=102em°, bán kính đáy 
 =3cm. Khi đó đường sinh của hình nón là: 

A.i=—em B, l=4em C.!=6cm D. R=i=7ơmn 
"Thiết diện qua trục của một hình nón là một tam giác vuông cân cạnh 


huyền bằng §em. 
. Diện tích xung quanh của hình nón là 


Á. §„„ =16/em” B. S„„ =16\3/emP 

ẤU =16V2Zcm2 D. S„ =16/5Zem? 
. Diện tích toàn phần của hình nón là 

A. 5„=162(2—1)emP B. S„ =16Z(2+1)cm? 

C. S„ =16ZC3—Đem? D.S„ =16Z(V3 +1)cmÊ 

3. Thể tích của khối nón là 


A. v=S “em B.V =^ “cm C.V ra D.V=——em° 
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9.4. Một thiết diện qua đỉnh nón tạo với đáy một góc 60”. Khi đó diện tích 
thiết điện này là: 


A. s~32⁄2 cm? B, s~ 4⁄2 
3 3 
c. s49, 2 D. s~45/2,„ 2 


10. Cho hình nón có đường cao ŠỞØ=4ơm và bán kính đáy R =2cm. Gọi M B 
một điểm trên đoạn ØS, đặt Ø1 = xew(0< x<4). 


10.1. Diện tích của thiết diện (D) cắt bởi mặt phẳng đi qua M và vuông Bốc sợ 
với §O là: 


A.S - (4—z)?em° B.S= lo —*)°em? 

C. 98 =Z(4—z)?em? D. 9=Z(4+x)”cm? 
10.2. Thể tích của khối nón (H) đỉnh S và đáy là thiết diện (D) là: 

A.V =2(4—x) cmŠ B.V =-n4—»Ÿ cũ” 

C.V= s4—x) cm” D.V= n4- ® cm° 


11. Cho hình cầu bán kính R, một hình nón xoay chiều cao x nội tiếp troi E. 
hình cầu. Thể tích của hình nón là: 


A.V=C7a°(2R—3) B.V =242@R—x) 


cv =2” (2R~z) D.V =:22@R~) 


12. Cho hình chóp cụt có chiều cao 4 và hai bán kính đáy lần lượt là 2 và 8 
12.1. Diện tích toàn phần của khối chóp là: 


A. S„=4Zz(A13+17) B, Š„=2Z(5V13+17) 
€. 5„=Z(5x13+17) D. S„= 613 +1 
12.2. Thể tích của khối chóp cụt là 
A. 112 B. V=932Z C. V=896Z D, V =1021Z 
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ĐÁP ÁN 


1D |2B |3C |4C |5(C |6 
9.3.D | 9.4.A | 10.1.A 
„5, =7Tư =8nt(cm?) 


ộ § 
, Có S„ =RI © R =- TT = 6em = Đáp Ấn: B 
1U 


N S. 10 
8./=—  >z=-——— Đáp án: A 
1R 3 l 


=4/2 


9, 2R =8.© R=4em = Ì =—T, 
- 2R =8 cs R=4em sẽ I =-T- =4/3 


c.W =.k‹Su, = 2P — R”.TxR? =^ (em) 


d. 
Gọi các điểm như hình vẽ. 
Gọi I là trung điểm của AB— OI L AB. 
Mà 
SO.L AB — AB 1 (SOD 


= Œ5AB),(ABCĐ)) =(51,Oñ = §IÖ =60° 


+ØT =k.cot60°=-2~ 


+3 
h 8 
SĨ= =— 
$ sin60°_ v3 
1 32/2 


74B 


10,2.D | 11.5 


8A 


bà Š,= S2, + S¿„ =16./2# +88? =16(1/2 +1)cm2 => Đáp án: B 


9.1,C | 9.2.B 
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10. 
quaM về 4s 3 h 
10.1 (P) E§õ = Thiết diện là đường tròn bán kính t. 


R SM 24—x) l-⁄% 
có -Ê*= l. = 
KT so R=T¬ 2 


=%„=zR”= Pu x)?(cm2) => Đáp án: D. 
10.2 


1 1 1 
Yụ, =2.SM.Š„ =S(4~3).2.4—x)) 


mã xa) 3 
“sứ +) °(cm”) 


Đáp án: D 


11. 
R2 =R?—(x~ R}? =2Rx~— xˆ 


=y =x.mR° —2xRQiRx — 3ˆ) =2 Ẻ(2R—3). 


Đáp án: B 
12. 
12.1. Gọi AC¬BD=ø, (H) là hình chóp bé, 
{K) là hình chóp lớn. 
1B SI' 1 3 16 4 


+ 5L ~1_.m'=Š 3 => =1Ổ => sự =Ẵ, 
HÀ ch 8 


Diện tích xung quanh của hình chóp cụt là : 
r.ID.SD—1.1'B.SB =z..20x13. 

Diện tích toàn phần của hình chóp cụt là : 
320413 +1.1'B? + m.ID? = An(5x13 +17) 
12.2. Vaø¿ = Vúg —Vạp = 1128 
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CHƯƠNG IV. TƯ DUY GIẢI NHANH 
MŨ VÀ LÔGARIT 


Bài 1. Hàm số lôgarit và hàm số mũ 
LÔGARIT 
Định nghĩa: 
Cho hai số dương a, b với a # 1. Số c thỏa mãn đẳng thức a° =b được gọi là 
lôgarit cơ số a của b và kí hiệu log„b. 
Ta hiếu log„ 6= e3 a° =ð với điều kiện a, b > 0 và a # 1. 
Nhận xét: 
~ Cho a, b > 0, a # 1 thì ta có: 
log,1=0,log„ø =1 rlog, — =~—1, log, a" =x(xeR), a”“=b (b>0). 


~ Cho a, b, c> 0 và c# 1. Ta có: log,a=log,ba=b 
Nếu e >1=>log_a<log,.b @a<b. 

Nếu 0< c<1= log,a<log, b œ@ a>b. 

¡. Nếu c>l=log.a>0@a>1. 

Nếu 0< c <1=log_a>0©0<a<1. 


`2. Các tính chất 


Cho a,b,c>0, a#1.Ta có: 


log„ (be) =log„b+log, e; log, Sáo log„ b—log, c; 
e 
log, h =-log,ạb; log„ø* =clog„b; 
log,,x=lgx=logx; log, x=lnx; 
log, V =-Llog,b(vớine N*) log„ b=-2.log,b (k#0); 
" 
3 log„b=198.2 © log, a.log„b =log,„b (c #1); 
: log, a 


« I 
log,b=log,„ 6“; xa” 


(với a>0,b>0,a#1,b #1). 
„a 
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Ví dụ 1. Tập giá trị của x để các biểu thức log; (4— x*) có nghĩa là: 


A.-2<x<2,xz+l B.-2<x<2,x#l 
C.-2<x<2 D.-2<x<2 
Hướng dẫn giải 
Ta có log, (4— x?) có nghĩa khi 4~ x >0 «+ ~2< x<2 
Đáp án: D, 
Ví dụ 2. Đế biểu thức log,„; (x?—1) có nghĩa thì điều kiện của x là: 
A.x>2 B. x>-2,x#l cS ^” p.ị?® 
x>I ~2<x<—lI 
Hướng dẫn giải 
x~lI>0_ [x>lx<—I sĩ 
Biếu thức trên có nghĩa e4x+2>0 eJx>-2 b 
~2<x<-l 
x+2#1 x#z~-l 
Đáp án: D. 
Ví dụ 3. Biểu thức =(Ina+log, e)” +In? a—log) e sau khi rút gọn ta được: 
A.P=1 B.P=2log,e 
C€,.P=2lIna D. P=2+2Ina 
Hướng dẫn giải 


P=(Ina+log, e)” +In?ø~—logỆ e 
= InŸa + log2 e + In? a— log? e+21na.log„e=2+2In®a 
Cách khác, đặc biệt hóa gắn a=e khi đó ta có 
P=(Ine+log, e)”+Ine—log?e=4+1—1=4 
Thấy chỉ có D thỏa mãn. 
Đáp án: Ð. 
Chú ý: Nếu thaya =e vào các phương án A, B, C, D mà có các kết quả trùng 
thì ta chọn lại a bằng 1 giá trị khác, sẽ tìm được đáp án. 
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dụ 4. Cho a>0, ®>0 và thỏa mãn a2+6Ê =7ab. Khí đó mệnh đề đúng là: 
|Ệ A.log gi“ = 2 (2o a-+logb) B. Iog “TP =2 (Gloga+logb) 


_s =2 (oga+2log6) P. Ioạ“*® =2 (oga+logb) 


Hướng dẫn giải 


- Ta có a*+b* =7ab œ (a+b) —2ab =7ab e (a+b)° =9 (“>2 =ab 


° ciog 


t2 
= w(“‡°) =lg(ab)© 2lg“Tˆ =Iga+lgb - ly “=2 (Iga+lgb) 


ì {. Đáp án: Ð, 

Vi dụ 5. Cho m=1og,3 và n=log, 5. 

- Giá trị của biểu thức A =fog; 2250 theo zn, n là: 

: A. I+2n+2m B, l+n+2m C.1+2n+3m D. I+2m+3n 


| M8 Hướng dẫn giải 
' Ta có 2250=2.9.125=2.3?.51 


ẤP Do đó A=log,2250=log, (2.3*.5°)= log, 2+-log, 3” + log, 5 =1+2m +3n. 
- Đáp án: D, 
| l Cách khác: Dùng máy tính Casio thay z„=log; 3 và w =log; 5 vào các 
§ phương án đế tìm kết quả. 
ð.HÀM SỐ MŨ - HÀM SỐ LÔGARIT 
Í.Hàm số mũ 
_ Cho a là một số thực đương và khác 1. Hàm số y=a" được gọi là hàm số 
ì ị mũ với cơ số là a. 


LỄ Đạo hàm của hàm số mũ: (°Ý =e":(a'ƒ=a*na (a>0,a#1) 
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Hàm số đồng biến khi a > 1; Hàm số nghịch biến khi 0 < a<1. 


2. Hàm số l 
Cho a là số thực dương và khác 1. 
Hàm số y =log,x ( với x > đ ) được gọi là hàm số lôgarit với cơ số a. 


Đạo hàm của hàm số lôgarit: (In xỶ =~:(Ios, xÝ =—— (vớix> 0). 


xina 
Với a>l=> hàm số đồng biến. 
Với 0<a<1=> hàm số nghịch biến. 


Với hàm hợp, thì ta có (muỶ -= ;(Iog, uÝ = 
Tổng quát: 


“ 
ina 


(m||)'==: (Inla))'=*= 


(Iog. |x|)'= TH: 


Ví dụ 1. Đạo hàm của hàm số y=3""?* là: 
A. 3In3cos 2x3"? B, In3cos2x.3992* 
C. 2In3sin 2x.3"°2* D. 2In3cos2x.3""2* 
: Hướng dẫn giải 
y!=(31°9*)'=3?,(sin 2x)!,In 3 = 2In3eos2x.3"2+ 
Đắp án: D, 
Ví dụ 2. Đạo hàm của hàm số y=log; x+log, x là 
3 
1 1 In2+In3 In2—lIn3 1 1 
^—+:+—_—_m  B——— C——— D.————— 
xin2 xin3 x * xi2 xi3 
Hướng dẫn giải 
: 1 1 1 
y =(les,x+leø +) =n 
, 


lv. 
xin2 xã xIin2_ nơi 


(lon. d)'=~=— 


. Đáp án D. 


Ví dụ 3. Đạo hàm của hàm số y=1n(x? +Íx” + aŸ Ì là: 
B x(Vx'+a" NI) my: x(ýx? +a? +2) 
v> ýx? +a2.(x?+Ýx?+a*) "he +a? (x+vz +a ) 
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x(>⁄z +a? +1) ty« x(2x° +a? +a) 

su Vx°+a°x°+ x°+aŸ bầu x*+a*.(x° +x" +a*) 

: Hướng dẫn gi 

„_ˆ+z2+z) +Vxˆ+a? Ì' 2x+ PNr ven — x[2Vx+af+d) - 

Tớ = +a? Khu em) +xx`+a*} 

Đáp án: C. 

a(n(x?+Vx?+2*) 
đà 


1 Cách khác: Sử dụng máy tính Casio ta nhập hàm 


_ x=l 
0ÿ Dùng phím CAEC gắn: X = 1, A = Ebsbe senokine 
s&t In(x2+lXZxWt 
Ì 1,121320344 
j Thay x=1, a=1 vào các phương án A, B, C, D. Thấy C có.giá trị trùng với kết 
KỆ. quả trên. 
: BÀI TẬP TỰ _ hào 
ì 'Tập xác định của hàm số v= lo —— là: 
ÙA. (2=) B. (0;+ze) €C. (—5;+ee) D. (e;+=) 
ộ. Tập xác định của hâm số y= le, = _x _n) là: 
LA- (—®-2)O(2;7) B. (—2:—1)t/(2:7) 
lý c- (—3:-2)+2(2:6) Ð. (—3;—2)t2(2;7) 
Ấ Tập xác định của hàm số y =log,. = là: 
'A. (L2) B. (0;1) C1 Ð. (2;e) 
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4. Tập xác định của hàm số y= le đấy 
;s+x†+4 


A. (—=:—4)©2(1;+=) B. (0;+=) 
€. (—4;1) Đ.R 
5, Giá trị của log, (a'ø*/e} biết log, b=3;log,c =—2là: 
A.11 B.8 C.5 D. 4 
5 r1 
6. Giá trị của log„ ^^ ` biết log,„=—3;log, c=2là: 
A.1I B.§ C.—5 D.4 
7.Cho log,15=x: log,I8= y. Khi đó giá trị của logz; 24 theo x, y là: 
5—2y B $Ỷ—y 
2x(y+1)—4y+l " xy+l)—4y+2 
=— ` 
2x(y+1)—4y+2 ˆ xw+U~4y+l 


8. Cho aŸ+ ĐỀ =€?, a>0; e>b>0 và c+b#1. Khi đó mệnh đề đúng là: 


A. log,..a+Ìog,.„ 4= 2i08. a.log,.„ 4. 


B. log,„„a+log, „4= 30B. a.log, „4. 


€C. log,,„a+log,_„ 4 =log,„„ a.]og,.„ 4. 


D. log,„„4+log, „a=2log,„„ 4.Ìog,„ 4. 
9. Choz>0, b>0, x>0, z#1, ax#1. Khi đó mệnh đề đúng là: 


log, b+log„x log, b+log, x 
A, l ————'.- VÌ bx)= 
oz„. (Èx)= 1+log,x B. Iog„ (0z) 1+log,x 
€. 2log (bx)=Ì9E É+1ủg,~ Ð. log (bx)~Ì9E„P+19E, * | 
kử 1+log,x = 1+log, x k; 


1,1 1 1 1 
A.otontm B. on ho m 

1.1 1 1,1 1 
€—+m+— .‹ + ~m+— 

sa” Phi D PT: H4  ^M 


' 11, Đạo hàm của hàm số y=x”° là: 
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ào (nx+=2) B. x"(mx+3=) 
1 x * 
bà (n+=?) D, x(nx:z2) 
„ ĐẮP ÁN:VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 

JA |2.H |3.A |4.A ]|5.B ]6.C |7.C |8D |9.D [10.D] 
"` —-—ẽ.-..—--. r...-.--_-- 
Ấ Jag, (a26ˆxÍc)=log„ a2 +log„ b2 +log, ve =3+21og, b+ Siog, c=8, 

p án: B, 
“` [2 
c 


=§+“ 2iog,b~ 4log„e= =5+2.(-3)~ —4.2=~5. 


1.1 1 
ñ stấm tem 
Ý Đáp án: Ð. 
` Cách khác: Dùng máy tính thay m=log; 3và n=log;5 vào các phương 


ƒ-án đế tìm kết quả. 


Ï Ta có In y=(x-?)1nx. 
Ệ Lấy đạo hàm hai vế ta được: 
x-2 


F {In y)" =[(x-2)nx]' —=nxi 


ˆ— v'=y(nx+E=Ê)~ „e3 (nx+=?) 
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Bài 2. Phương trình - Bất phương trình mũ và lôgarit 


1. Phương trình mũ 
Phương trình mũ dạng cơ bản 
a2 =a#®? @ Ƒ(x)= g(19)(0<a#1) 
af“°'=b@ ƒƑ(x=log.b (với >0) 
#(Œ)=g() 
1#a(x)>0 
tớ, =1 
ƒ(x), g(x) có nghĩa 
Một số phương pháp giải phương trình mũ 
1) Biến đổi đế đưa về cùng một cơ số. 
2) Đặt ấn số phụ (đưa về phương trình dạng quen thuộc). 
3) Dùng phép toán lôgarit hóa. 
4) Dùng tính đơn điệu của hàm số: 


+ Xét phương trình dạng ƒ(x) = ø(x) nếu /ƒ(x) đơn điệu tăng (giảm) trên, 
khoảng (¿;b) và g (x) đơn điệu giảm (tăng) trên khoảng (a;b} thì phương. 
trình £(+)= ø(>x) nếu có nghiệm thì nghiệm đó là nghiệm duy nhất. 

+ Xét phương trình dạng f(x‹) = 0 (*) nếu ƒ(x) đơn điệu trên khoảng 
(a;b) thì phương trình (*) có nhiều nhất một nghiệm trong khoảng (a,b )Š 
+ Xét phương trình dạng ƒ(¿)= ƒ(vy) nếu ƒ(x) đơn điệu trên khoảng 
(a;b) thì phương trình ƒ(¿)= ƒ(v)©¿=v. 

Lưu ý: Sử dụng Casio tìm nghiệm nhanh phương trình ƒ (x)=0. 


Nhập hàm f(x) dùng chức năng SOLVE (SHIFT + CALC), gán giá trị X= . 
Hoặc sử dụng chức năng bảng TABLE (MODE + 7). 
giá 


a(x)/t9 =a(x)*?) 


Dùng phím CALC thử 
Ví dụ 1. Nghiệm phương trình 3*.2“°' =72là: 
A.x=0 B.x=l Cx-š D.x=2 


Hướng dẫn giải 
Cách 1: Sử dụng SOLVE (SHIFT + CALC) ta nhập hàm 3*2**'—72 
Gán giá trị X = 0 ta được kết an 
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2: Sử dụng chức năng bảng TABLE (MODE + 7) nhập ƒ (x)=3*2*"'~72 
Quan sát đáp án: cho ở dạng các số tự nhiên 0, 1, 2 và hữu tỉ $} 


 START:0; END:2; STEP:- 
Š Ta được bảng giá trị: 


`: Quan sát thấy với x=2—> ƒ (x)=0 vậy x=2 là nghiệm. 

Ý Đáp án: D. 

Ví dụ 2. Tổng các nghiệm của phương trình 2.9*—5.6* =—3.4" là: 
cÁ.x=0 B.x=l Cx=Š D.x=2 


Ề Hướng dẫn giải 

tách 1: 

Ầ Phương trình 2.9*—5.6' =-3.4 là dạng toán a”",(ab)",b**, 
j- Phương pháp chung: chia 2 vế cho a*“ hoặc b** 

Ï' Chia vế cho 4* ta được 2(3) -) =-3 


Ÿ » =1 
- Đặt :-(3) =-eeene| 
2 
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=.x=0 là 1 nghiệm của phương trình. 
Tiếp tục gán X =10 ta được thêm kết quả: 
Của số bật — 5 


=> x=l là 1 nghiệm của phương trình. vs 
Ta biết phương trình có nhiều nhất 2 nghiệm, vậy đó là x = 0 và x = 1, „ 


Vậy tống các nghiệm của phương trình là 1. Bội 

Đáp án: B. “) 
Ví đụ 3. Tổng bình phương các nghiệm của phương trình 9*— 4.3" +3=0 A 

A.x=0 B. x=l Ga D.x=2.¿ 


Hướng dẫn giải 
t=lSx=0 


Cách 1: Đặt 3* =r— 9*—4.3*+3=0=!?—4t+3=0 4 
t=3=x=l cÌ 


Cách 2: Sử dụng SOLVE (SHIFT + CALC) ta nhập hàm 9” —4.3+3 như sau; ¿' 


# 
3 
ki 


xĂ= 


D ch 


=> x=!l là 1 nghiệm của phương trình. 
Vậy tổng bình phương các nghiệm của phương trình là 1. 
Đáp án: B. 


~ 
Ví dụ 4. Nghiệm của phương trình 5.8 * =500 là: 
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= = =3 =3 
`1 hư Thợ GÌ” p.|” 
x=log;5 x=-log;5 x=log,2 x=-log,2 


Hướng dẫn giải 


1: 
Điều kiện: x0. 
1 


Ta có log, [s+*)-n,so - x+Š lng, 8=3+log,8 


(500 =5.100=5°.20=5'.4) 


text“ Aiog,2 =3+2log, 2 
lex'+3.(+x—D).log,2= x(3+2log; 2) 
h A=(og,2+3? 


x=3 
SSủ 
x=-log,2 
3 +! 
tịch 2, Nhập hàm 5°.8 + —500 —› CALC —>gán X là các giá trị trong Đáp án: 


(0N t~) 
Với X=<2=>5°.8 3 —500#0—>loại A và B 
) + 


- Đáp án: Ð. 
9, Phương trình logarit 
„1. Phương trình lôgarit cơ bản 
“ logax=b @ x=a°". (với a>0,a#1) 
f(x)=g(X) 
f(x)>0 
f(x)=g(x) 
log„,,f(x)=log„,.,g(x )œ 4f(x)>0 
0<a(x)#1 
Một số phương pháp giải phương trình lôgarit 


lạ, f(x)=los,gíx)© | 
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1) Biến đối đưa về dạng cơ bản. 

2) Đặt ấn số phụ (đế đưa về phương trình mà ta biết cách giải). 
3) Đối chiếu điều kiện rồi nhận nghiệm. 

4) Đưa về phương trình mũ. 

5) Dùng tính đơn điệu của hàm số. 

Sử dụng các chức năng trên máy tính cầm tay: 


1) CALC 
2) SOLVE 
3) TABLE 

Ví dụ 1. Nghiệm của phương trình log; (x—3)+2log,3.log; x=2thỏa mãn: - 
A. Chia hết cho 5 B. Là số nguyên tố : 
€, Là số vô tỉ Ð, Là số chẵn 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: 

Điều kiện: x>3 


Phương trình © log; (x~3)+2.- 10g, 3.log,x=2 
Km log, (x—3)+log, x.=2 
©log, (x-3)x =log, 4 
«©®(x-3)x=4 
Ty ~á=0 |” BH) 
x=4 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: x=4. 
Đáp án: D. 
Cách 2: Sử dụng SOLVE 
Ví dụ 6. Nghiệm của phương trình log,(x+4)—log; x+1=2—3log, 2 là: 
A.1 B.2 €. log,3 D.3 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: 
Điều kiện: x>—1 
Phương trình © log,(x+4) —log„ (x+1) = log, 16—log„8 
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lÝ cách 2: Nhập hàm log, (x+4)—log, VX+1~2+3log, 2 sử dụng CALC 
Gán lần lượt các đáp án vào X 

'. Nhận thấy với X =2—> được kết quả 0. 

¡_ Vậy x=2 lànghiệm. 

\ Cách 3: Sử dụng SOLVE 


Ễ ví đụ 7. Tổng các nghiệm của phương trình log) (x+1)—6log;v/x+1+2=0là: 

P- A.1 B.3 C4 D.2 

3 Hướng dẫn giải 

Cách 1. 

© Điều kiện: x>—1 

ˆ_ Phương trình ©s log?(x+1)—3log,(x+1}+2=0 
log;(x+1)=1 x+l=2 xel 

.ˆ = Ầ 

: log;(x+1)=2 x+l=4 x=3 

'Cách 2: Nhập hàm log?(x+l)—6log;vx+l+2 sử dụng SOLVE (SHIFT + 

CALC) gán X = 0 ta được 


Tiếp tục tìm các nghiệm còn lại SOLVE (SHIFT + CALC) gắn X=10 ta được 
Ti. ca na 


(10gz(X+1))^-ð1P | 
_—R Ũ |, 


Vậy tổng các nghiệm là: 4. 
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s 


SS‡y 


cá nà 


Đáp án: C. 


3. Bất phương trình mũ, bất phương trình lôgarit 
Bất phương trình mũ cơ bản 


qø*<b<0= vô nghiệm 


, 
a'>0(Yx)= h . = vô số nghiệm 
< 


4“ >b>0œ(a~1)(x—log, b)>0 
Bất phương trình logarit cơ bản 


(a~Ð(zŒœ)~ £@œ))>0 Ẳ 
log, ƒ(x) <log, ø#(x) © 4 ƒ(x)>0 Ất  Ì 


œ@(Œœ)>0 
Phương pháp giải chính 
-_ Đưa về đạng bất phương trình cơ bản 
- Đặtẩn phụ 


Ngoài các phương pháp trên thì trong các bài toán trắc nghiệm bất phường. 


trình nói chung, ta có thế sử dụng phương pháp: 
Chọn các giá trị từ các đáp án thế ngược lại đề bài. 
Ví dụ 1. Tập nghiệm của bất phương trình 2** > 3 là: 


A. (log; 3;+s) B. (logy 2—~1;+se) 
€. (log; 2;+se) D. (log; 3—1;+=e) 
Hướng dẫn giải 


Cách 1: 2*'' >3 œ (2—1)(x+1—log; 3) >0 œ x> log; 3—1 
Cách 2: Thử các đáp án bằng chức năng CALC 

Nhập hàm 2**'—3 

Ta sắp xếp đáp án với biên theo thứ tự tăng dần 

log;2—1—>log; 3—1 —> log; 2 —› log; 3 

Ta sẽ thử với đáp án có biên nhỏ nhất. 

Ta có với x=log; 2,1—1=> 2%“! ~3 <0 (loại). 

Ta có với x=log; 3,1 = 21”! ~3 > 0 (thỏa mãn). 


Đáp án: D. 
2~3x+3 
T2 


Ví dụ 2. Nghiệm của bất phương trình log, - >0 là: 
3 
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A.l<x<2 B.2<x<3 C.1<x<3 D.0<x<3 
Hướng dẫn giải 


©œxÌ—3x+3<xe© xÌ~4x+3<0e»1<x<3 
+ Kết hợp với điều kiện ta được nghiệm 1< x<3 


Ta sắp xếp đáp án với biên theo thứ tự tăng dần 0—»1 —› 2 —> 3. 
Ta sẽ thử với đáp án có biên nhỏ nhất, 


+ 
Ta có với x=0,1 => log, TH vo không thỏa mãn, loại Ð. 
5 Ũ 
+BSÓ 
Ta có với x=1 =iog ——T * =0 thỏa mãn, loại B, 
3 
= 
Để loại A, C ta thử x=3 được log, —= „ loại A. 
H 
Đáp án: C. 
ì BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
AM + 
1. Tích các nghiệm của phương trình /og3 (4x)+!og, _ =8Ìà: 
Ậ 1 1 1 1 
".. n—- ~ D.— 
-_ 12g 64 c§g 32 
2. Số nghiệm của hương trình: (og,„ (Ÿ}*se x=1 là: 
 A.0 B.1 C.2 D.3 


ÿ 3. Tập nghiệm của phương trình o g(x—x—6)+x=!og(x+2)+4 là: 
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A.{4} B. {/oz2} C. {oz3} D. Ø 
4. Tập nghiệm của phương trình In[(x°<x—6)jx+1+1}=0 là: 


t4 >sd 


A.{-2;—1) B. (—1) c.{—1;3} D. (—1:~2;~3) ˆˆ 


5. Tổng tất cả các phần tử thuộc tập nghiệm của phương trình 
log, x.log, x = lo, x` +log, x°—6. là: 


A.2 B.3 C.5 D.17 
6. Phương trình iog,(x +1)=lgŠ có nghiệm là kết quả nào sau đây? 

A.x=2 B.x=3 

€.x “3 Ð. Phương trình vô nghiệm 


7. Số nghiệm của phương trình /n( 3x? + 5|x|)=ina2 là: 
A.0 B.1 C2 D.4 
8. Tích các nghiệm của phương trình log, x.log, x.l08„ X.ÍØg„ X -ã là: 
1 


A.9 B.1 €. 5 D.27 
9, Số nghiệm của phương trình 1+2/øg, 2.!2g,(10—x )= PP là: 
cổ) 
A.0 B.1 C.2 D. Hơn 2. 
10. Số nghiệm nguyên của phương trình 3?"*—3***—3° +3=0 là 
A.2 B.3 C.0 Đ.1 
11. Tập nghiệm của phương trình 4*"“" =8* (m là tham số) là: 
A. [—m} B. {m} cC. {2m} D. {-2m} 
1 1 1 
12, Phương trình 4 ˆ* +6 * =9'* có nghiệm là: 
5-1 2 
A.x= log (Š: ) B.x= l8 
. 3 
5-1 3 
Cx ng, 2 D.x=logz, 7 


-‡ ... 
13, Phương trình 4*—3”3 =3'”?—2**“' có nghiệm là: 
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HH B.x=— Cx=E D.x= 


4. Phương trình 9*—2**° =2**3~3**“! có nghiệm là: 

ậ Ax=l ¬ Cxx2 D.x=Š 
15. Khẳng định nào đối với phương trình 3* =4—x là sai? 

A. Phương trình có nghiệm trong khoảng( 0;+ ) 

B. Phương trình vô nghiệm trong khoảng —;1 ) 

€. Phương trình vô nghiệm 

D. Phương trình có nghiệm duy nhất 


A.x=U B.x=0vàx= 1 
Ñ C.x=0 vàx=log, 48 Đ.x=0 và x=log,7 
[.18. Tổng các nghiệm của phương trình 3'2'” =1 là: 
— A.-log,2 B. —log,3 €, log,2 D. log, 3 
9, Tích các nghiệm của phương trình 3' +4" =5" là: 
Ô A.0 B.2 C—4 D.—2 
20. Tống các nghiệm của phương trình 69'—136* +64* =0 là 
` A.0 B,2 €Œ.~4 D.—2 


21. Nghiệm của phương trình 5*8*1 =100 là: 

me be nhớt ĐI 

ì x=iog,10 x=-ilog,10 x=log,5 x=-log„,5 
¡22. Nghiệm của phương trình /og,(9—2" J=3—x là kết quả nào sau đây? 


A.x=1 hay x=3 B.x=2 hay x=3 
C.x=0 hay x=3 D. Phương trình võ nghiệm 
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3 
23. Phương trình fog, Š ng, x~8, 3z ting, Ý% có nghiệm là: 


A.x=1 hoặc x=3 B, V3 
củ Đ.x= XỔ hoặc x=1 
2 8 
24. Phương trình 29""3 = x*+* ~ x* có nghiệm là kết quả nào sau đây? 
A.x=1 hay x=2 B.x>0 
€.x=3 hay x=2 DĐ, Một kết quả khác 
25. Phương trình 4“*f*” = x có nghiệm là: Ÿ 
A.1 B.2 C.3 D.4 , 
2. mở 
26. Phương trình mm =6(0,7)`+7 có nghiệm là: ụ 
A.0 B. x=iog, 0,7 Œ.x=log,„7 D.7 3 
Ễ 
27. Phương trình /og, [1+ log, (2'~7) |=1 có nghiệm là: ñ 
vỈ 
A.1 B.2 C3 D.4 vị 
28. Để phương trình (m+1)16*—=2(2m—3)4` +6m+5=0 có hai nghiệm trái, 
dấu thì m thỏa mãn điều kiện: h 
A.-I<m<^ 8 <m<Š C.~4<m<~—1 D.1<m<4 


29. Cho phương trình 4° =m.2*'?+2m =0. Nếu phương trình có hai nghiệm ` Ỗ 
x,,x, thỏa mãn x,+x, =4 thì m có giá trị là: ẳ 


A.1 B.2 C4 P.8 : 
30. Tổng các nghiệm của phương trình (/2+-/3 Ì +(\a-w } =4là:- 037 
Ì 
A.0 B.2 C3 B6 ' 
31. Số nghiệm của phương trình 2'—3*2 =1 là: _=- 
A.1 B.2 C.3 D.0 ì 
32. Giá trị m nào dưới đây để phương trình (3m—2 )2*"'Ý =1 có đúng một : 
nghiệm? ị 
A.-2 B.1 c.v2 Đ.3 


33. Nghiệm của phương trình 3*8#** =6là: 
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: M.anb ốc 2 #Lx.bxx.2— 


log,3 tog,3 
kr 2 2 
š 1;x=- F ;x=-2— 
(Cx=l;x s.S Đ,x=1/x=-2 TT 
l4. Nghiệm của phương trình 5' =3*"! là: 
ụ EA-x= =log, 5 R._=br.2 €-kelog3 D. x=log, 5 
* 


TẢ 1s. Tổng các nghiệm của phương trình 3*°” — >aSk4 +8*“# =0 lật 
.Ai B.2 eã D.0 


Ạ 6. Nghiệm của bất phương trình: BN f > t¡b "hÌ là: 
: cAx<-Š B.x>Š cx< D.x>~Š 
4 „ Nghiệm của bất phương trình 4.3' > 274/2**°" là kết quả nào sau đây? 
ì lAs>i B- x> Siog, 2 
ẫ ca. Ð, Một kết quả khác 


lD 36. Bất phương trình 2°"! +2°* ~22** > 27*~2** có nghiệm là kết quả nào 


ñ A.x>ỗ Bx<Ã 
z C0<x<Ễ D, BPT vô nghiệm 
'39. Bất phương trình 83*%* +9'“*' >9“ có nghiệm là kết quả nào sau đây? 
lu: 1 1 
ÈA.x<-—1 h B.x>— 
: x hay xà xe 
L Cx<16 D.0<x<16 
40. Nghiệm của bất phương trình (x?+x+1}' <1 là: 
l A.x>0 B.x<0 €.x<~—1 D.0<x<1 
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41. Bất phương trình (\V2—vV3 ]` +(2+ V3] >4. có nghiệm là kết quả nào 3 


sau đây? 

A.x<2-43 hay x>2+V3 B.xe(—2/2J 

C. x<-2 hay x>2 Ð, Một kết quả khác 
42. Bất phương trình 5.4' +225"* 7:10" <0 có tập nghiệm là: 

A.-1<x<0 B.0<x<1 C.-2<x<-1 Đ.1<x<2 
43.Bất phương trình 4' <3.2“** +4'“ có tập nghiệm là: 

A.0<x<1 B.0<x<4 C0<x<9 D.0<x<16 
44. Bất phương trình 4"''—~16"<2iog,8 có tập nghiệm là: 

A. R\[0,0ae, 3] B. R\[0,iog, 3] 

C. IR\[0,foø, 3] D. R\{0,!ag„ 3] 


45. Bất phương trình (a+jst=7x+12)(Š~1)<(lia=2x" ~24 +2)lag, 2 bo 


có nghiệm là kết quả nào sau đây? 
A.x=4 B.x=2 
C.x=3 D. BPT vô nghiệm 
46. Với giá trị nào của a thì /og;,„(2x—1)+Íog,(x+3)>0tại x=4? 


a>1 
A.a<1 B,. a=1 C. 1 D,0<a<l ‹ 
0<a<= : 


47. Giải bất phương trình: /og,(125x ).fog3,x<1 (1) cho nghiệm là kết quả 
nào sau đây? 
A.-4<x<1,0<x<5 B.2y<x<1,1<x<5 


€. Bất phương trình vô nghiệm D.x<1 hay x>5 
48. Bất phương trình fog,(5x'—=8x+3)>2 Œ)cốngĐiệmlà lếtguảnào su đ” 


Ax>ễ B.2<x<1 
1 3 3 
c s<*<chay x5 D. Bất phương trình vô nghiệm 


49. Nghiệm của bất phương trình iog, 2(3—2x )> 1 là: 
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3 6 
<x<= B.0<x< €. = Đ.1 = 
q<x 2 x<l x®_ <<. 


của bất phương trình x .fog, 27.log, x>x+4 là kết quả nào sau 


x< = B.x<2 
D, BPT vô nghiệm 
t phương trình iog, TT" >~2 có tập nghiệm là: 
-2<x<0 B. xe (0:1)©( S4) 
D. xe (¬:6)o(01)c(Š:4) 
Tập nghiệm của bất phương trình !og, : Siag, + là 
'Ỹ r1 2 
Ệ B. (0;4] €. (0;2] Ð. (—=;4] 
Đ5.Tập nghiệm của bất phương trình _. >0 là: 


[t;+=) B. [0;+ee) €. (0;+) D. [—1:+=) 
Tập nghiệm của bất phương trình /og,;( 3x )> iog,; (5(1—x)) là: 


P5 só chjÐ hổ 


§ 
ÿ. Nghiệm của bất phương trình 3"? <3*°!'*—2 là: 
ÚA. x>—2 B.x>Ũ €. x>100 D. x> 0n 
6. Nghiệm của bất phương trình (x— —1)!g2+lz(2""+1)<Ig(72` +12 ) là: 
FA.x<1 B.x<3 C.x<4 D.x>3 


Š7. Bất phương trình 3***+x"°* <6 có tập nghiệm là: 


“[j2] *šJj  +Íš*l "l33Ì 


58. Bất phương trình fog, (3` +2) + log„.„^—3 >0 có tập nghiệm là: 
| : 241 
k 3 


58. Bất phương trình /og, (3* +2)+log,... 2— 3 >0 có tập nghiệm là: 


A. x>log, 3 B. x>iog,2 C.x>0 Đ.x>1 
59, Điều kiện đế phương trình 2g n cễ, -š =0 là: 
A x<0 E. x<0 €C x<1 Ð. x<1 ớ 
x>a1 x>1 xa2 x>2 ÊN 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI ï 


2. t=log,x=2+-——- =1 =0 = Phương trình có 3 nghiệ 
t+l] rt+l CN 


Đáp án: D. 
3. (*) œ log(x+—3)=4—x (NK: x>3) ©® x=4. Đáp án: A. 
4. Lưu ý x+l1>0 ©x>-—1. Đáp án: C. 

5. (log;x—2)(Iog; x-3)=0e| 


6. Cách 1: Thử nghiệm ở A,B,C thấy không thỏa mãn = Đáp án: D. 


x=9 
x8 Đáp án: Ð. 


Cách 2: +)xe (0;1)=>log,(x+!)<0< logT= vô nghiệm 
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+)x>l= Iog,x+)= P9 =ieg2 =log3—log2 


© log[2(x+1) ]> logx;VP < log x (đolog3= 0,477) 
= PT vô nghiệm= Đáp án: D, 


2 +5||=<2 «>|s|=.©œ x=k2 = Đáp án: C, 
gu. X2 l0B, X: log‡ x=l6 © x=9; *x“Ð = Đáp ấn: B, 


ưu ý: log"x=b« x=a*Ÿ nên 4x; =1. Do đó chỉ cần nhìn số lượng 
thừa số để kết luận. 
| ,: =R;x=2 = Đáp án: C, 


lÍ. 222) =2?" ©ó2(2x—m)=3x œ x=2m = Đáp án: C. 
Ẳ 
=5 tại) 


-l+v5 3 
pH na 


ì t= 


= Đáp án: Ð. 


‡ 

lệ Cách 2 : Dùng CALC thử nghiệm. = Đáp án: D. 

l1. Dùng CALC thử nghiệm. —= Đáp án: B. 

lý. Dùng CALC thử nghiệm. = Đáp án: Ð. 

5. Phương trình có nghiệm duy nhất x=1 = Đáp án: C. 


lò. Nghiệm của phương trìnhx=0;x==2 = Đáp án: C. 


Cách 2 : Lấy lôgarit cơ số 2 hai vế= Đáp án: B, 
J9. x=2 là nghiệm duy nhất= Đáp án: B. 
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20. x=l;x=—lyt -(} = Đáp án: A. 
21. Dùng CALC thử ngiệm => Đáp án: B. 
22. Cách 1: Dùng CALC x=0;x=3 = Đáp án: C, 
Cách 2: Phương trình @ 9—2'=2** “ạt = Đáp án: C. 
23. Cách 1 : Dùng CALC thử đáp án=> Đáp án: Ð. 
Cách 2 : (1—tog; x).log; x—3log; x+2=2.+2log, # 


1 1log,x 
«©log; ~zdog; x+3)= —log;z “ng 


logyạx=0«©x=l 
- to bHg KH HC) Mông Đáp án: D. 
log; x+3=log; v3 8 8 


29, 4“—m.2*' +2m =0(*) Đặt 2' =r>0 
®©!—4mf+2m =0(2) . Đề (1) có 2 nghiệm x,+x; =4 thì (2) có 2 


. —2m 
nghiệm ¡, và ¿; thỏa mãn 0,#; =16 Ò ` >Ủ mg 
2m =16 


= Đáp án: D. 


so. (V2+v3} +[{a~v3} =4 


Đặt (6S5}=6>oa-ssoell | s2 
t=2—- =-2. 


= Đáp án: A, 
sázs[6} =tez=ie#eie(2]+((Ÿ] 9 


«(l)J-*lfJe<xese 
(#ï(#}=# 
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) <0 =Nghịch biến 


S1. 


~+#2 


'www.facebook.corr/groups/TaiLieuOn ThiDaiHoc01 


lÝ'xét (*) : Vế phải là hàm hằng, vế trái là hàm nghịch biến. 


 |x=l 
“|. a—?— 
1 log,3 
` Đáp án: Ð. 


$' =3*"' © xlog,5=x+l©x= 


I 
=log,3 = Đắp ấn: €, 
TH. Đà án duad 


¿ 

§. 3222.3299 +32182 5-0-2 -2‡5 =0 

- 3'+6 3 

: vế. x=3 
c3”~'“=lex'T=x-6=0© 

: x=-2 


AE 


đụ : "3)-gJ-02 


. 
3Ì. 32/3 (3 
=3) Zï si. kớc: 
= Đáp án: A. 
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37. 
43'>21 J2 c„ 3" „ 27/2 2742 _2 


TT. cx»io log; HT h2 0E 
- Đáp án: B. 

38, 2+2... 

C200 >2120 c2 3286 xã 

= Đáp án: A. 
39, 8.3/*f + oŸf > 0# (y >0) 

Œ 
c8 +UẾn xẴ cẹ n3 <4 


©®Vx—Ÿx<2eœx<16 
Kết hợp điều kiện ta được 0< x<1ó6. 
= Đáp án: D, 


x>0 
4 ex<-l 
x+x+I<l 
» 4 
40. (x?+x+1} <1 ƒ bhời Tư. = Đáp án: C. 
* 


x) +x+l=1(vô nghiệm) 
41. (V2~v3} +[Vs+v5] >4 


(+4) >2+ [e 
s Cả <-2 
(W2+]<a-/ã 
= Đáp án: C. 
42. 5.4'+2,/257—7.10°<0 
LỆN 2Y 2.(2Y 
i07 < =Ă<j 
=3) 1{3) <o=Ÿ<(2) <1I©0<x<l 
= Đáp án: B, 
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| 
Š 
bi 
1 
| 
SỈ 


;[fŸ 


“8 


2 2F 
SẼ 202k > 


bco-l<2h# <4 


xÄx<2eœ0<x<4 
_ Đắp án: B 


4”°!—16" <2.log, 8 © 4.454?" <3 b Đề 


4:>3 
sẽ x<0 
x>log,3 
Đáp án: B. 
5, Dùng CALC ở Casio thay các đáp án:= Đáp án: D. 
log;„„(2x—I)+log,(x+3)>0 tại x=4 
1 1 


ẵ XÓGGLNG NT” Na 
a>l_ (luônđíng) 
1 ch gt. cả *.AnEh "| _ 
_s,[s@+]_ „|| h 
N-- Ta 
ì = Đáp án; C... 


: 3 đi ca, 
ứ °[EÄš#!|Ätedx<1es(E+lew,s)lo x<4 


Ẩ®~4<Iog,x<l©s s; <x<5 mà x#l 


= Đắp án: C, 
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0<x<l 1 
5x?-8x+3<x2 |2€*<l 


- 
x>l se. 
5x?~=8x+3>x? 2 


48. log, (5x”—8x+3) >2 


= Đáp án: C. 
[ 0<x<l 


23-2x)<x 


49. log,[2(3—2x)]>le =I << = Đáp án: D. 


1 
Tác >x 
50. x”.log, 27.log,x>x+4 (0<x#l) 


4 
~<=—~- 


cày xrt4e© 3 
x>2 

Kết hợp điều kiện ta được x>2 

= Đáp án: Œ. 


3 0<x<4 
1, ——— 
* — : ( x#l ) 


| 0<x<l 
3 1 
<= 0<x<l 
§-2x x «|4 
4>x>l ¬ 4 
3 1 


= Đắp án: B. 


S2. 


1 1 1 1 
52. l8 <H 090932 «®0<+x<4 = Đáp án: B. 


53. In 


Z+Ý**1 `0 (>0) 
b2 


x+⁄x+l x+l 
= >le >0 ©x>0 
Đ w 
= Đáp án: C. 


248 


Tu, logy; 3x > log,; (51—3))(0 <x <1) 


F.©o3x<5—5x -. 


: _Kết hợp điều kiện ta được : 0<x<Ễ 


lệ. — Đáp án: C. 
lu, 299 <2 2 
Ƒ 9.4" <314”9" 2 

; 2 

lht c_ ÊC 
F ok + 2 (vn.) 


.=” 1 1 
2n, x90 0g43-26 x3 
¡ = Đáp án: D. 

š6.(x~1)Ig 2+Ig(2*'+1) <Ig(7.27 +12) 


ˆ Thay x ở các đáp án (Dùng CALC ở Casio) 
- = Bthỏa mãn 
¡ = Đáp án: B, 


I3! +. S6 c2x051 <6 cọ x62 <3 ‡ 

¡ ©log,xlog,x<1 © (log, x)” <I ®©—l<log; x<1 Ÿ<a<3 
Ý` =Đáp án: B. 

Š6. log;(37+2)+2.log.....2~3 >0 

hi 


[ 2 r<l1 
"6Ð ˆ = —-3 
ặt log(3* +2) VS64/” >os[ 


P [iog(3* ì 
'« og, (  MỊ 
log(3*+2)>2 |3 '+2>4 
BA vô nghiệm 
x>log,2 
Đáp án: B, 
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9. =0 
ng ng 
Điều kiện của phương trình: 
4'+2'-2>0 
4*'+2*—2 4*—-2'-2>0 
—— ——~ 
4'=2 =2 © 4| |J4'+2*-2<0 
4 '-21-2z0 4'—~2*—~2<0 
4 '-2'-2z0 
2'>2 
2'<-2 = 
= T<z<iel = 
2:'>2 
?⁄éz+2 
2z¬I 
= Đáp án:B. 
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. 


x<0 
x>l 


CHƯƠNG V. TƯ DUY GIẢI NHANH 


ị NGUYÊN HÀM, TÍCH PHÂN 
Š Bài 1. Nguyên hàm và tích phân 
ñ Bảng nguyên hàm 
11.1. Khái niệm 
Ệ [7@œ+x=F@)+€ © F'@)= ƒ(9): 
lŠ h b 
š Í7Œœ)4x= FQ@)|” = F(b)— F(a) 
Ặ ˆ lẻ 
ị Bảng nguyên hàm 
W . - 
Š 1)[dx=x+C 2) [x#4=2ZT+€ (ø#-b 
- 3) [“#=mh|+cœ#0 4)[Sš--S+€ 

5) [e'dx=e"+C 6) [a'4x=‡Z“ +€ 

7) [cos xdx =sin x+€ 8) [sin xv=—cos x+ € 


10) lg =[q+eot x)4x=—cotx+€ 


+ y=ƒŒ&)=äy=ƒ (6)áx 
=l(@2#zp«=L 

xát =2.4Q@ˆ+1)=2.4x°+3) 

[zx=e +c 

ƒ#?? 7 œ)ax= [d(@7)=ef® + 
Ví dụ 1, Cho 7,= [~“—, khi đó: 

2x+l 
A. =äIn|2x+1| 


C. /=2In|2x+l|+C 


B. 7, =xIn|2x+l|+€ 


D. 7, =2m|2x+i|+€ 
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Hướng dẫn giải 

dx —1rd(2x+l) 

á ;rh= =Í'——.ˆ 
G9 1n TT 3) ni 

Cách 2: Sử dụng đạo Xu tại điểm x = 2 của các hàm số ở đáp án và 


so sánh với #=e= 


=2In|2x+1|+€. 


2x+1 5 
Đáp án: D. 
e°dx 
Ví dụ 2. =Ì——— khi đó 
lụ 2. Cho 7; ni Í 
A. 1;=21n|2e* +1|+€ B. 7, =2e* In|2e* +1|+€ 
1 . 
€.7,=In|2e* +I|+€C D. 7, =4In|2e* +lÌ+€ : 
Hướng dẫn giải ¬ 
“*ảx 1 (2£ +1)'& 1 Ì 
Cá “se. =——k¿c 0 ———m=———_——m—= | 
ch 1: l=[ T Hi sÍ Sai “2In|2e' +I|+C ì 
Cách 2: Sử dụng đạo hàm tại một Điểm, Š 
2. Phương pháp đối biến số EÍ 


Lì * 
Cách 1: Tính [ g()đx= Í ƒ [ø()]  (x)dx 


F) 
[7œ với œ=u(a); 8 =u(b) - 


Đặtt= u(x). 
Cách 2: 


* =a—I!=Œ , 
Tính 70x ¡Đặt =ut) [TT 3 =2 =ar=vitoe ; 
*» 4 X 
= [(œ)4x= [ f[¿@)]# (ái. ị 


4x—l 
V2x+1+2 


2(J2x+T 
_` 221 _z(a..)xs/2rsT —10In(/2x+1++€ 


Ví dụ. Cho 7 = Ĩ dx, khi đó phương án đúng là: 
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. 2(#enƒ ——————+2(2x+1)+53/2x+1—10In(VJ2x+1+2)+€ 


_- 2 —————~2(2++1)+5./2x+1—10In(JV2x+1+2)+€ 
D. __ NHIÊU TH +2+C 


Hướng dẫn giải 
' Đặtt=v/2x+l —x=“ d=ii. 


2È —3t ? 10 ) 
=|———ut=ÍÏ 3t—4t+~——— |dt 
ụì Ð t+2 M lÍx lo t+2 
3 
2|v2x+l 
K_.....0 S "n0... 
Đáp án: C, 


'Š Sử dụng công thức [áy= v— [vdu 


Ì>e mờ w=P(x) s đụ = P'(x)dx 

L2 T dụ=e "day ven 
đụ = Px)dx 

‡ k w=P(x) 

| fCah(ex+8)4x-3| Ä'tldbinó giở|—- z ” 
dụ = Px)dx 

F 1u=P() 

[Pheeserkben > Miwel 

1 

› sẽ dụ =—dx 

[Pense¬[U vai 

` đu= P(x)dy v=[P@)ä 


253 


Ví dụ. Cho F(x)= [ xe'dx. Khi đó giá trị của #(x) là: 


A. xe°+e°+C B, —xe' +e*” +€ 
C. xe'—2£"+C Ð. xe*— £'+Œ€ 
Hướng dẫn giải 
wu=x = dụu=dy 
Đặt 
VAE-3 = v=e 

lũ =[xe'4= xe“ -Ƒe4 =xe`-e”+C. 

Đáp án: Ð. 
4. Kĩ năng sử dụng máy tính Casio trong tích phân 
* Hàm chứa giá trị tuyệt đối *Hàm có mũ bậc cao 
Lưu ý Để ấn giá trị tuyệt đối ta dùng 1 1998 + xế 
phím SHIFT + Hyp (hàm Abs) VEDht.00000909ểR HH 
Ví dụ: Cho tích phân Khẳng định đúng là š 

3 + 

A.I<l B.I>1998 “ả 

t=Ï(‹el-lx~3)4x _. 
Điều vào chỗ trống I= .. kec DĐ. 1< so 
Nhập tích phân trên Casio Sử dụng Casio nhập tích phân. 
Khi đó ta được kết quả Ta được kết quả 


[ŸIx+1I-Ix-2ldx 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


1. Tính cm § 2) dx ta được kết quả nào sau đây? TỶ 


A. XÈ _ax+6Inb|+#+C 
+ x 


La 6 4 x" 6 
€.———3x--r-—+C 
NET 4 + e# 
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; „Trong các hàm số sau, đâu là một nguyên hàm của hàm số (x) = rTP TH 


2sinŠ 
A. F(x)=——^— B, H(x)=2tgŠ 
sinÖ +cosĂ 2 
Vào C1 
È- C. G(x)=In(1+sinx) Ð. K(x) =In(1+cosx) 


8, Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 
3 A. Hàm số Ra =3 C91 Cự „-x Di 


là nguyên hàm của cùng một 
hàm số. 

B. Hàm số F(x) =5+2sin? x;G(x)=1—cos2x là nguyên hàm của cùng một 
hàm số. 

Ệ C.Hàm số F(x)=vjx? 2 là một nguyên hàm của ƒ (x 

: ⁄\ 3 MT -2x+2ˆ 

Ô D..Hàm số F(x)=sinVX là nguyên hàm của hàm số y=f(x)=cosvx 


l4, Đâu là một nguyên hàm của hàm số y=f0)=-—? 


+1 
\ A. F(x)=Invx? +1 B. F(x)=vx?+1 
Ạ = tả ¬.. 
C. F(x)=2Vx? +1 D. F(x) 30+Ð 


5. Đâu là một nguyên hàm của hàm số f(x)= xe"? 
—A.F(x)=2e” B. F@)= se” 


ƒ C. F(x)=2x°e* Ð, F(x) =e°+xe* 
5 Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 


L. Hàm số Fo)=X tt và G0x)= . là nguyên hàm của cùng một 
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1I.Hàm số F(x) =— 


một hàm số. ạ) 
II. Hàm số F(x)=7+2sin?x và G(x)=10—cos2x là nguyên hàm của 
cùng một hàm số. 


IV. Hàm số F(x)=8+ 


= và G(x)=10+cotg?x là nguyên hàm của cùn, 


và G(x)=—10+tan?x là nguyên hàm của - 


cos”x 
cùng một hàm số. 
AI B.IH €. I1 D.IV š 
7. Một trong các nguyên hàm của hàm số f(x)=xe"* là hàm số: “+ 
A. F(x)=xe Y—e”* B. F(x)=—xe"*—e”* si 
€. F@x)=xe “+e”* Ð, F(x)=—xe”+e"" Bi 
8. Nguyên hàm của hàm số f(x)= xÌn x là hàm số: | 
2 3 Ẩh 
A. FG)=XP~^ xt+C B.FQ@)=X ve K 
€ Fb)=xinx—z+€ p. F@)=*X-2#+c 
9, Hàm số nào sau đây là một nguyên hàm của hàm số f(x) = sin 2x? tì 
A. F(x)=2cos2x B. F(x)=sin? x Ñ 
€. Fœ) ~~ eos2x Ð. F(x)=~2cos2x K- 
10, Một nguyên hàm của hàm số y= f(x)=9*” +3xŸ là: 
A. F(x)=9*+x? B. F(x) =9" lnx+xŸ 
Tu Nà : 
€. F(x) In Ð. F(x)= F) +x . 
11. Một nguyên hàm của hàm số y = f(x)=e""" cosx là: 3 
A. F(x)=e""" cosx B, F(x)=e°9% | 
C. F(x)=ex D, F(x)=e : 
2x 1 
12. Nguyên hàm của hàm số y = mở x1 là hàm số: : 
A. F(x) =In(e?*+1)+C B. F(x)= 2 Ìn(e” +1)+C ý 
€. F(x) =(e* +1)In(eY +1)+C D. F(x)=2ln(e" +1) 1 
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: Nguyên hàm của hàm số y = f(x) =x(2x? +5)'° là: 


Fe)= 2 t3” B. rọo= CC cÐT 
Ñc. Fạ)= CC 9_ Ð. Rọ)-CÐ C5~ 
Ìk Nguyên hàm của hàm số y=f6)= TS. là: 
Ỉ Tà. Fo)=c _ B. F(x)=(x 
cF@)= T»ệt +3|) Ð. E() =(x+In|e" +3|) 


15. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 
1.[J2x+1äv= 3V@x+D) +C 


sinŸ x 


1r.[sin? xảdx=———~+C 


là H-| 2T x=in|x'+2x+7|+€ 


"' B.II €.III Ð, ï và III 
X16. Tính 1=ƒxe*dx, ta được ltết quả nào sau đây? 


3x 
HỆ A.xe`-e'+C. B.ex+e'+C c®+c D, xe*+€ 
hủ 7. Một nguyên hàm của hàm số y= ƒ(x) . là: 
h €os”xsin x 
-_ Á. F(x)= tanx+cotanx B. F(x) = tanx-cotanx 
- C. F(x)=cotanx-tanx Ð, F(x) =—tanx-cotanx 
18. Đâu là một nguyên hàm của hàm số f(x) =e" sinx? 
F e" sinx +e" cosx €` sinx-e" casx 
F(x)==“*_° 5x L8bj-—P mm. x 
Ỉ A. F(x) s B. F(x) › 
 C.F(x)=e"sinx+e"cosx Ð. F(x)=e" sinx-e” cosx 
]nsinx 
19. Nguyên hàm của hàm số Í(x)= =: x là: 
ˆÁ. F(x)=—tanxln(sinx)—x+C€ *g, F(x) = tan x In(sin x)—x+€ 
€, C.F(x) = tanxÌn(sinx)+x+C Ð. F(x) =— tan xIn(sin x)+x + 
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Sinx +cosx 


20. Giá trị của I= “l." là: 


Á, I=-2Vsinx—cosx +C B. I=2x/sinx—cosx +Œ 
€. 1=xjsinx—cosx+€ D, I=—sinx—cosx +C 
1 
21.N hàm của —— & 
guyên hàm của hàm số Y“t12œ+2 là hàm số 
x+2 1, |x+2 
A, F(x)= m>'xc B. F(x)= In |+C 
1, |x+2 x+3 
€,F(x)=— e „ Eí la rz) +€ 
(x) am RSEE] + D. F(x)= bun 
22. Nguyên hàm của hàm số y= ƒ(x)= _ là hàm số: 
cx 
MEN “đ“ Inlex+d1+C 
B. r@=S%+°= “Inlex+đl+€ 
`... -đ“ InIex+4I+C 
D. F(4)=“Š+(Œc~a4)Inlex+dl+€ 
23. Một nguyên hàm của hàm số y Ấn 
_~+32` 
A, F(Œ+x)=3x+4lnlx+2l+Œ€ B. F(x)=—~3x+ln|x+2l+€ 
€,. F(Œ+) =3x—lIn | x+2l+Œ D, F(x)=3x+lnlx+2l+€Œ 
1 
24. Một ên hàm của hàm số =———- 
lột nguyên hàm của hàm số y= ƒ(+x) Giaœin 
A. Zoratpnal"e B. F(@+)=—1—In|#tÈ|„c 
.x+a a=b "x+a 
CF@=<== -=1a|#*9|yø p. F@)=—Ln|*+°|e 
+b |x+a * a=b |x+a 
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~ã 


ÿB, Một nguyên hàm của hàm số y= ƒ(x) = cosÌmx là: 


F(@)=Ä(x+sin2mx)+€ B. F@)=1Œœ+<Ù gu2mz}£G 
j 2 2 2m 
F0) = 1-1 ữn2»e)+6 Ð, r(x)= Hy —sin 2mt+)+ 
E 2 2m 2 
‡ x+In(1+vx) 
, Tính tích phân 7 = [ —E— ®. 
Ÿ 1 
ra. 1 =6In3-4In2+Š B. 1=6ln3~In2+5 
ÍCr=mn3~4in2+Ÿ Ð. ¡=In3~In2+2 


Ằ L4 z # 
Â./=——l B./=— CJ=—+l D./=—-—l 
[ 2 rÃ : 3 


hư Xá ưa cr#`—2 D.J=# 
K) 2 
Tính tích phân r=Ï{z+ )eze 
. {1 
FA.r=° +3 B./ư-° =3 c;- 1+4 p/-°-42 
"` „# 3 ú 


FA.a=0 B.a=l Ca= h D.a=-3 


-Tỉnh tích phân sau / = [ Kha. 
“TY E 
A.r=28_2in3 B./=28 lị3 
8 2 2ý 3 Z 
28 3 2? $.3 
C?ẽ=——hn= hi Up 
: kẽ 28 " 
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Ù 
32. Tính tích phân ƒ(x+3ø*)e*“4r. 
; Ỷ 


1 3 
A.T=ae*+—z?_— 
"ới 2 

3 

Cr=1¿ — 

4a 


33. Tính tích phân j¿ +⁄x+1)x4x 
L 


A.f= 1679 B./-1769 
"60ˆ 60 


34. Tính tích phân: “T, nhe T 
(x+ +2x—+? 


v3 
A.r= 


v3 
ci=nT 


35. Tính a thỏa mãn [= IS 


A. a=z B.a=-z 


36. Tích phân /= ru là: 


x'°+xinx 
A.7=2+In(e? +1) 
B,7=2+In(e+l) 


cot x-] 
37. Tích phân 7= đây là: 


3 cos x+-sin x 


] 
A. f=rm2 


1 
€. 7=>Im3 
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=2 


Ỷ 
jã 
Sử 
W 
lỗi 
Š bệ 
BJ=¿-Š Ề 
D.J=2—Š | 
,J=e 3 Ạ| 
bộ 
1679 166 
Gỗ n2 D.r=166 
ø 


B. 1=2(?+5) 


4 

=sW7-vã3 Tải 

TÚI 

C.a=2# Đ.a - : 1 
€, 7=lIn(e+l) 


Đ.7=2lIn(e+l) 


] 
B./7=-—In3 
4 


1 
D.7 =e-—in3 


1 . 
0.Tích phân 7= [“—~2xlà: 
ù 9 e 


EAur-i—ˆ B./=2-2 
_ e «e 
so, Tính phân 7= —— là: 
. 1 
] 1 3 
Lm“ B.m 


LA. =6 B.I=-8 


Wu.Tích phân /=|2 =2 5 „lạ, 
Ẵ 3: 


PA. I=Š~m3 B./=In2 


f42. Tích phân 7 -ÏÌ= ~2|dx là: 
a 


ˆ A.7=ln2~2In3. 
l c.1=4In2—2in3. 


h 
Tích phân / = [ x(x? +e")áclà: 
0 


Š 
B.I= — 
4 


18 
đx 
45. Tích phân 7= bằng: 
\ F He ng 


1 * 


ý A.2ln2+l B.2In3+1 


[ # 
q0 Tích phân 7 =Ì(ðeo x+ xen x)&x là: 
U 


lộ 1 2 

43, Tí 1= £ t 
ă Tích phân lan )z~a 
Ð A./=I B./=In2 


B.7=4In2-In3. 
D, /=4ln2+2in3. 


C.7=2+In2 


C.1I== 


C.2In2—5 


D./=-6 


Đ./=2In2 


D,7=1+In2 


Đ.I 


+>| tu 


Đ. 4la2+l 
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Bài 2. Ước lượng và các dạng đặc biệt 
L1. Dùng bất đẳng thức để ước lượng 
Em Ƒ()<M =mÍ“ dx <[” ƒG)dx < M [ dv => m(a=b) <[” ƒ(x)dv<M (a—b) 


š t 
Lí dụ 1. Tính tích phân [e”x&x. 
Hà ° 


A. ~D B. 1—I) c 1œ~p Ð. se~Ð 
» Hướng dẫn giải 
Áp dụng bất đẳng thức e” >x+l=e °>x?+l 


=Ƒ“ xae> Ï[ * 2+I)z&:=Š 
So sánh với các đáp án, ma IÊP đáp án A. 


dụ 2. Tính tích phân 7= -lớ 


A.In4-ln§  B.lnV3-In4 €. In4—in3 Đ.In4—In 2 
Hướng dẫn giải 


# Nhận xét: Vì XI. se 
Ề: Ta có công thức tổng quát: lr- In|x+vx +z| 


n: B. 
lo. lớp v tích phân đặc biệt 
Ệ ính chất 1: Nếu f (x) liên tục và là hàm lẻ trên [—a;z] thì Ï #@)4x=0. 


1 
N, 1~x 
` . Tính tí In D23 
ị dụ. Tính tích phân 7 r_ (Eš) 
-A.0 BC C.z D.3Z 
: Hướng dẫn giải 
lñ Nhận xét: Hàm số 760=esxn| TS) 
l+x 


Ÿ Liên tục trên = 3 
#(x)+(-x)=0— ƒ(x) là hàm lẻ 
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Tính chất 2: Nếu f(x} liên tục và là hàm chẵn trên RE thì: 
L= | -f) &x= | ƒ(s)áx với m>0,Vae R* 
.m° +1 Š 


k1 
đx 
í dụ. si". 
Ví dụ. Tính tích phân / | Gương 
.W B.0 Gú D.e 


Nhận xét: L®- tan” (1)—tan"!(0)=Z. Đáp án: A. 
jx°+l 4 
Tính chất 3: Cho f(x) là hàm chẵn và liên tục thỏa mãn 
L 
ƒ(a+b—x)=~f(x) thì 7= [ ƒ(x)4r=0 (mở rộng tính chất 1) 


Ví dụ. Tính tích phân r-Ìh(t)z 
ô (l+cøsx 
A.0 B.e ca D.1 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
¿ 
đ 
1, Nếu gọi 7= thì khẳng định nào sau đãy là đúng? 
Xớy F~~-auuynn chờ, 
A.I=1 B. =ễ C.I=In9 D. I=In3 
tx°+] 
2. Gọi 7=Ƒ Trụ # thì khẳng định nào sau đây là đúng? 
L) 
A.I=0 B.I=1 gIi=£ D.I=Z 
4 Š 
+ |x+l|—|x—]| 
3. Tính tích phân 7 = . 
Quy l.lparir-i 
A.0 B.1 C.V2+I D.—1 
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li: LÊ 2x 
Â +. Tính tích phân 7= _ }- 
l. S J Je¿+i 


A.0 B.1 C.7 D.-z 


ø. Tính tích phân 7= *ị pH TH xen 
PS 
A.1 B.0 ga D.2 


6, Tính tích phân 7 = Ï ba 
A. ~# B. C.0 Đ.1 


Nếu gọi /= lề 


đx thì khẳng định nào sau đây là đúng? 
A.I=0 B.I=1 C.I=2 D.I<Š 


"8, Nếu gọi /= — ldv thi khẳng định nào sau đây là đúng? 


“Ì_—- 
E 


` A.I=0 B.I=1 C.I=2 D.I=3 
Ý9.Tính tích phân 7= lo. 
kì 


bị 23 1 
— 1. `5 
120 480 Giá x 16 


: Đồ „8 
(10. Tính tích phân 7= =— 
112 


_- B.0 Œz D.2 
3 3 
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Lá tình 
11. Tính tích phân 7 = [5 KG dư, : 
` { 


A. z2 B. V2 € z-Š D.e ĐIỆN 
£ 
12. Tính tích phân 7 = Ì(VSinx—Weosx)á« ị 
0 1 
A.0 B.e cẽ D.1 


4 


Tính tích phân /= Ỉ #£()áy ì 
Ki 
A.3*_¿ B.Ẽ+2 c#= pm. 
2 2 3 2 


‡ 1 
n hân 7= ÍÌ———————tan2 
14. Tính tích phân l= (snz) tan (eo) |ac 


A.0 B.e ca D.1 
f sin?x 
15. Tính tích phi dx, 
nh tích p " ln 
A.0 B.2 có D.1 
txz'+l 
16. Tính tích phân ư. 
kê vả 1+2 
4 
A.0 B.2 Có D.1 
1 
dy 
17. Tính tích phân [~—— ——y 
s lnjøa) ?) 
A.Z B.Ếe CŒ.z Đ.1 ẵ 
4 2 = 


Ag 


§inxsin3xeos5x 


le 


&x 
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Bài 3. Ứng dụng tích phân 


1. Lý thuyết ° 
x=a 4 

=b ` 

a. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi J” Ẳ 
ện phẳng giới hạ y=/Œœ) ý 


y=eŒœ) ù 
n : 
Công thức: $ = [lzœ- s(x)hz 


Lưu ý: Trục hoành © y=0 
+ Cận dưới thiếu a = lấy nghiệm +, bé nhất 4 
+ Cận trên thiếu b=› lấy nghiệm x, lớn nhất Ẳ 
+ Thiếu a và b= cận từ nghiệm bé nhất = lớn nhất. : 
x=a 
b. Tính thế tích khối tròn xoay tạo bởi (Ð): -. quay quanh Ox 
y=0 


+ 
Công thức: V =Jz/?&œ)& 


x=a : 

Nếu (D}) XIN V=zÏ|f*@œ)~ #*@œ)x ] 
“C0 H 1 32 r4 

x=1@œ) : 

Ví dụ 1. Diện tích giới hạn bởi đường y=xŸ,y=x là: j 
A.3(đed) — BE. z(ứvd) C 2 (đvdt) D. h (đút) 
Hướng dẫn giải s 

“| 

"osdsal®S0! ; „hờ day „le, xã | at s: |-El- | 
+—x 0e[ Lị Gà s«-lœ +)dx|= DIEESINF: "S : 
(đvdt) Mi 
Đáp án: B. 
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là: 


s = 2 —_ 
[ Wd2.Điệntíh gi họnbời ác đường Ừ BI HH2) 
y=2r+l 


A.3(đvd) — B. s (đvdQ) C 2 (đvút) p. h (đvdt) 


Hướng dẫn giải 
x=l 
x=2 


s=[|e°~x+3)~(2x+t)e=Ïle~3x+2~= 


Xét  ~v*ä=2relessˆ~Ar+2=0 3) 


ịẶ« -r+Đi *z (đvdt) 


¡ y=zlnx 
- Ví dụ 3. Thể tích của khối tròn xoay khi quayH:‡y=0 — quanh trục Oxlà 
ụ x=e 
l 5° 2 đưtt %° 2 
Ệ Á-2s-zy (v8) B. + (đv) 
P củ 2 $” 2 
ụ CyTzy (vụ) D. + (đvt) 
Ề Hướng dẫn giải 
Ệ f %2 2 
5 Xét xinx=0 © x=l =V = Í xŸ In? xảe=——~— (âvt) 
l ' 20 27 
L Vi dụ Tính đệ tích giớ hạn bồi các đường | nh 
| y=(+e'3x 
PA ' (đvdt) 1. mủ (đvdt) 
¡Œe-2(đvdt) D. e~1 (đvdt} 
Ị Hướng dẫn giải 


=0 
=l 


1 

« 
x(£'—e)dx|=——I 
Jxe _ 2 


Xét (e+1)x=(+£")x œ xứ" -a=oe|" 


s=[|lt+e2x~œ+pak= [xe —etx= 
° ° 
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Tính diện tích hinh phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y= ¬ và các trục _ˆ 
z= 


tọa độ. 
A. I=3nŸ B. 7=3InŠ—I 
Gia ảo D./= 3in2~—I 


2. Tính diệu tích hình phẳng giới hạn bởi parabol y=x”—2x, đường thẳng Ề, 
y=x~2 và trục tung. 


A. rrỆ B.r=Š Cai D.7=2 : 
3. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi các đường: y =ln x; y=0;x=¿, 
A.S=2 B.S=1 + D.s=Š 
2 4 tà 


4. Giá trị nào của a để diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đường y = x—I 
và 2 đường thẳng x=a, x=2a (a>1) bằng 4? 
A.a=1 B.a=2 Ca=3 D.a=4 s 
5. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi parabol(P):y=x°—2x+2 ,tiếp tuyến 
với nó tại điếm K? Kẻ: và trục Oy là giá tu nào sau XIN „ ` 
A.4 1 
6. Diện tích của hình xr»ggöi hạn bởi đc min: x=0,x=2,y=0, 
y=x)~3x°+x+2 bằng (đvdt): 


A.2 B. D C3 D.4 : 
7. Diện tích hình phẳng được giới hạn bởi (#)=\y=vX,x—2y =0). Ẵ 

A.1 B. Ỹ C3 D.4 Ặ 
8. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi 3 đường cong y=z2, y -. y - 

có giá trị nào sau đây? (đvdt). 

A.8ln2 B.2In2 €.6ln2 D.4In2 


9 Tính diện tích hình phẳng giới hạn đồ thị hàm số y=x°—3x+2 và đường - 
thắng y=x~—l. 


A.1 B. C.3 D.4 


| + 
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iện tích hình phẳng giới hạn bởi 2 parabol y= x°~=2+, y =-—+* +4x là giá 


trị nào sau đây ? (đvdt) 
SA. 4 B.27 c9 D.12 
ÿ, Nếu gọi V là thế tích của khối tròn xoay có được khí quay hình phẳng 


Âng định nào sau đây là đúng? 
lạ.v=s~ B.v=““ C.V= = D.V= 4Z 


lj, Nếu gọi V là thể tích của khối tròn xoay có được khi quay hình phẳng 
Ƒ tược giới hạn bởi các đường y=0;y=x và y=4-x xung quanh trục 0x thì 
"khẳng định nào sau đây là đúng? 


_ n.v cu-15z D, V<250Z 


e C.2e D.2e—1 
ĐẤP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


=5-(8vd) 


2 
#-je-l(-g4LEe-#Ï 


x~=l 


„ 4 
- Vậy S//)=Í 
0 


¬ .....ăăn ° 
x= 


Ỉ 


5s =Ï|# ~8x+2~(œ-0)|ax= Ï|# ~4x+3|4x =Š (đv4t) (dùng Casio). 
1 1 
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CHƯƠNG VI. TƯ DUY GIẢI NHANH 
HÌNH TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN 
Bài 1. Mặt phẳng 


I.LÝ THUYẾT 
1. Phương trình mặt phẳng 
Mặt phẳng (P) đi qua 7 = (xạ, y„,z„) có véctơ pháp tuyến 
n„ =(A,B,C) (A*+8?+C° #0) có dạng: 
A(x—xa)+ B(y— yạ)+C(£—z¿)=0 () 
e® Ax+By+Cz+D=0 (2) trong đó (D=—Ax — By, — Cau) 
Dạng (2) được gọi là phương trình dạng tống quát của mặt phẳng. 
2. Phương trình theo đoạn chắn 
Phương trình mặt phẳng qua 3 điểm có tọa độ (z;0:0), (0:50), (0:0;e}” 
a,b,e #0 là các giao điểm của mặt phẳng với 3 trục Ox, Oy, Oz có dạng: 


"4 =1 (phương trình đoạn chắn) 


3. Các đạng bài tập 
a. Phương trình mặt phẳng (P) đi qua 3 điểm 
A=G,y.s)y BE (;vyy, #2): C =(x,, y¿.zy) không thẳng hàng. 
+) =[A5.AC] 
+) Sử dụng phương trình (1) —> phương trình (2). 
2. Phương trình mặt phẳng (P) đi qua A = (x,, yị, #) 
a) Mặt phẳng (P) đi qua A .L CD œ nạ =CP 
b) Mặt phẳng (P) đi qua A / (Q):Ax+ 8y+Cz+/2=0 c» nạ =nạ 


c) Mặt phẳng (P) -L 2 mặt phẳng (Q); (R) cho trước trong đó. 
(0): Ax+By+Cz+D=0 «n=[ = 
(R):A'x+B'y+C!s+D!=0 °? TS LPar"x 
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Ví dụ 1. Phương trình mặt phẳng qua 3 điểm A(1;0;2),/#(3;~1;1),C(4;2:—1) là: 


A.5x+3y—7z—19=0 B.5x+3y+7z+19=0 
ỨC. 5x—3y+7z-19=0 D.5x+3y+7z—19=0 
\ Hướng dẫn giải 


Ễ gọi n là VTPT của (ABC) thì n=[AB,A€ ]=(5:3:7) 

lý Vây phương trình (AØ8€)là: 5x+3y+7z—19 =0. Đáp án: D. 

lị dụ 2. Cho ba mặt phẳng (đ):2x+ y—z—1=0; (/Ø):3x— y—z+2=0; 
hợ): 4x—~2y+z—3=0. Điểm chung duy nhất của (Z)„(/),(?) là: 
ÝA. M,(l;~2:3) B. Af,(1;~2;~3) 

}.C. M;(1;2;3) Ð, Af,(—1:2;3) 


Hướng dẫn giải 
f 2x+y-z=l 
J Giải hệ phương trình với 3 ấn x, y,z: 43x—y—z=—2. Đáp án:C. 
Ẳ 4x-2y+:r=3 


lí dụ 3. Trong hệ tọa độ Øxyz, cho 4(1;2;~2),8(3;2;1),C(1;3;4). 
Gọi P, Q, R lần lượt là hình chiếu của A, B, C lên các trục 0%, Oy, Oz. Phương 
trình mặt phẳng( P@R) là: 
ÝA.x+4y+2z—4=0 B.4x+2y+rz—4=0 
pC.2x+ty+4z—4=0 Đ.x+2y+3z—3=0 

ẳ Hướng dẫn giải 
Theo bài ra ta có tọa độ các điểm P(1;0;0), Ø(0;2;0), R(0:0;4) 


ˆ Vậy phương trình (PØ#) là phương trình đoạn chẩn: 


E. va 
b-?+octc= +2y+z-4= 
ñ ' Thế! 1e4x+2y+z-4=0 
Đáp án: B. 
M(x, y,z)—“—->M (x,0,0) 


Chú ý: hình chiếu của 1 điểm A (+. y,z)—2—› M (0, y,0) 
M{x. y,z)—“—>M (0,0.z) 
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Cho 2 mặt phẳng (Z): Ax+8y+Cz+D=0 và (Ø):A'x+B'y+€C'z+D0'= 
(a) cắt (Ø8): A:B:C # A':B:C' 


(2) song song (8) ch nan. 
TS CÀ 
(aœ) trùng (8) Mở 0c dể -z p 


Công từ thức khoảng cách từ điểm M(xyz)l đến mặt phẳng 
(a):Ax+By+Czr+ÐD=0 là: 
4(w,ø)<= 
A'+B?ˆ+C? 
a(M,(a)) < MM, (vM, e (#)) | 
Ví dụ 1. Trong hệ tọa độ Øxyz, cho hai mặt phẳng (P) và (Ø) lần lượt sề : 
phương trình: 3x—2y—5z—3=0 và 3x—-2y—5z+7=0. Điểm M(yz)ˆ 
cách đều (P) và (@) khi và chỉ khi M thuộc mặt phẳng: Ì 


A.3x—3y—5z—10=0 B.3x—2y—5z+2=0 Xã 
C.3x—2y—5z+4=0 D.3x—2y—5z—4=0 
Hướng dẫn giải 


Ta thấy (P)//(@) nên điểm # (x; y;z) cách đều (P) và (@) AM e (R) là 
mặt phẳng nằm chính giữa 2 mặt (?) và (Ø). 
Khi đó n„ =(3;-2;~5) = (R):3x—2y—5z+c=0 


Do tính chất nằm chính giữa 2 mặt (P) và (Ø) nên “in s 
Đáp án: B. 2Ì 
Ví dụ 2. Cho mặt phẳng (2):x+y—2z+I=0 và A(m;l;m). Tìm m để) 
khoảng cách từ M đến mặt phẳng (2) là bé nhất? 5 
A.m=8 B.m=2 €.m= —4 D.m=0 ñ 


940M; (2< PA Sổ xo 


Dấu bằng xảy ra œ m= 2 
Đáp án: B. 
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"-.. 5...5 5 
__ s84p)@4:2 da 0 B.3x-y+2z-2=0 
ó D.3x—-y+2z+2=0 
W Hướng dẫn giải 
Gọi d là giao tuyến của (P) và (Q) thì đ thuộc (R) 


ƒVTCP của d là ø,= =[ ng ]= (—3:1:5), chỉ có VTPT ở 2 đáp án B và D là 
¡vuông góc với t„. 
[Với đáp án B, chọn một điểm bất kì trên đó, giả sử A(0:-2:0), thấy 


ha, (P)=->=d(A, (Ø)) nên mặt phẳng 3z~ y+2z—2=0 có thế là phân 
Tuác góc nhọn hoặc phân giác góc tù tạo bởi (Q) vả (P). Với đáp án D, chọn 


Góc giữa hai mặt phẳng 
A.A'+BB'+CC' 
-Cos((P).(Ø)} = 
S015 Dan 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 


H l, Trong hệ tọa độ Øxyz , cho A(2;~3;1),A,,A, lần lượt là hình chiếu của A 
_lên Øx,Øy. Phương trình mặt phẳng (AA,A,) là: 
[LA.3x+2y—6z+6=0 B.3x~2y—~6z—6=0 
C. 3x—2y—6z+6=0 ÐĐ.3x—-2y+6z—-6=0 
È Trong hệ tọa độ Øxyz, cho A(5:1;3),ð(I;6;2),C(5:0;4) và D(4:0:6). Mặt 
` phẳng (+) đi qua AB và song song với CÐ . Phương trình của mp(#) là: 
ÝA.10x—9y+5z—74=0 B. 10x+9y+5z—74=0 

€, 10x—9y—5z +74 =0 D. =l0x+9y—5z—74=(0 
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(P):4x—3y—z—5=0, có bài) va: 
ÁA,.4x-3y-z—5=0 B. 4x-3y-z—3=0 
€.4x-3y—z—8=0 D.4x-3y-z—-9=0 


cả hai mặt phẳng (ø) và (/đ). Phương trình của mặt phẳng (?) là: 
Á.x+8y+7z+12=0 B. x+8y+7z—12=0 
C.11x+8y+7z+24=0 D. Ilx+B8y+7z—24=0. 

5, Mặt phẳng đi qua A(2;3;0) song song với Øy và vuông góc với mặt phì : 
(P):3x— y+4=0, có phương trình là: 
A.3x-y+z=0 B.3x-y+5=0 
€.4y—3z—1=0 D.z=0 

6. Trong không gian Oxyz cho tứ điện S48C có SA vuông góc với mặt phẳng 
(ABC). Cho tọa độ S(1;2;—4), A(2;—1;3). Phương trình mặt phẳng (AC) là; 


A.x—3y+7zc—26=0 B.x—3y+§z—l4=0 

Cx+3y—7z—26=0 Đ.2x+y—5Sz—l8=0 Z 
7. Trong hệ tọa độ Øxyz,cho A(1;—l;4),{3;3;~2). Mặt phẳng trung trực của 

đoạn AB có phương trình là: 

A.2x+4y—6z—3=0 B.x+2y-3z+l=0 

C.x+2y—-3z—-1=0 D.x+2y-3z-3=0 


1((:—I;2).Phương trình của (P) là: 
Á.4x—3y-7z—7=0 B. 4x—-3y—7—§=0 
C. 4x—3y—=7z+l1=0 D. 4x—-3y—7z=0 

9. Cho mặt phẳng (#):x+2y+2z—1=0. 
Mặt phẳng (#); 2x— my + 4z—~6-+ m =0 không cắt mặt phẳng (ø) khi: 
A,. mxz—4 B,. m=—4 C.mz+4 D.m=4 
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I0. Với giá trị nào của m, n để hai mặt phẳng (đ):2vx+(m~—1)y—3z—~7=0 và 
(&;):(m+1)x~6y+6z+3=0 Song song nhau? 
Á.m=4,n=—5 


B.m=—4,n=5 
€. m=4,n=3 Đ.m=~—5,n=4 
„ Cho hai mặt phẳng: 
Š. (Z):2x—my+3z+m—6=0 và ():ứm=+3)x—2y+(Sm+1)z—10=0 


. Kết luận nào sau đây đúng? 
1 ()/(8)Sm=l. 


ƒlI (2) trùng với (B) cm =1, 
- II. (ø) cắt (B) ©m #1. 
A, Chỉ I, B. Chỉ II, €, Chỉ III. Ð. II và II 
{2. Cho hai mặt phẳng: $ 
(#):2x—my+3z—6+m=0 và (Ø):(m+3)x—2y+(5m+1)z—10=0, 
,- Kết luận nào sau đây đúng nhất? 
MÍ A.(œ)/(BÌ em =1. B. (#) = (B) © m = 1. 
: Ð. Cả B và C đều đúng, 
3. Hai mặt phẳng ~3x+2y+ z+1= 0 VÀ 3x~2y~z—I=0; 
đÏ a.Cít nhau nhưng không vuông góc với nhau 
B. Song song với nhau 
_ C. Trùng nhau 


F 1D. Vuông góc với nhau 


14. Cho hình lập phương 4ØCD.A 'B'CP' cạnh 1. Gọi M là trung điểm BC ta có ta 
(khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng ( 4'A4Ð) là: : 
ì Aễ n.Š c2 D.3 : 
l5. Những điểm nào sau đây vừa thuộc Ox, vừa cách đều gốc tọa độ 0 và h 
mặt phẳng x+2y+2z+2 =0? Ñ 

F 

Ạ. 600(2:00) B. G6030] b 


Œ Cho (20) 


6. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng (z) : 
- (đ):xz—y+z+l0=0 là; 
LA.3/5 B, 3/3 


] 
Ð. (—1:0;0),| =—;0;0 
caoo(~baa) 
x“y+z+l=0 và 


C5 Đ. 5/5 


Ỉ 277 
k : 


17. Cho hai mặt phẳng (#):x+5y-2z+1=0, ():2x—y+z+4=0. GọiJa 
góc nhọn tạo bởi (ø) và (/) thì giá trị đúng của cos ø là: 

bì v5 ⁄6 v5 

- — c.— b.—— 

dể: `. 5 5 ? 

18. Viết phương trình mặt phẳng đi qua hai điểm A(0;0;1) và B(3;0;0) tạo v, 

mặt phẳng Oxy góc 609? › 


A. x‡\26y+3z=3 B. x—v26y+3z=3 
C.x‡t5y+3z=3 D.x-Sy‡+3z=3 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


[1B |2.B ]3.D [4C [5.D |6.A [7.C |8C ]9.B |10.A) 
|11.D|12.D|13.C |14.A |15.Đ[16.B|17B|18A| | ` 
1. A,(2;0;0),A;(0—3;0) = Huy ¿„y = (3;—2:—6) = (AA,A;):3x~2y—6z—6=0 
2. Đáp án: B, 
(ø) có VTPT ñ=[ A8,CB ]=(10;9;5) và đi qua A(5;1:3) nên 
(Ø): 10(x—5)+9(y—1)+5(z—3)=0 ©œ10x+9y+5z—74=0, ề 
3. Đáp án: Ð. (ở) qua A và / với (P) nên (#) có cùng véctơ pháp tuyển với (P)...ˆ 
4. Đáp án: C. Véctơ pháp tuyến của (P) là n„ạ =[n„:1;]}. : 
5, Đáp án: Ð. 
Một véctơ chỉ phương của Oy là  = ( 0;1;0) 
Một véctơ pháp tuyến của (P) là „= (3; -1; () 
[ #,m]là véctơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm. ì 
6, Đáp án: A. sÑ 
SÄlà véctơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm (SA vuông góc với đáy)  ˆˆ 
Mặt phẳng cần tìm đi qua A và có véctơ 0 =S$A 
7. Đáp án: C. 
A8 là 1 véctơ pháp tuyến của mặt phẳng trung trực của đoạn AB, [ trung 
điểm AB. Mặt phẳng trung trực được tính theo công thức: Š 
A(x—x¿)+ B(y~ yạ)+C(£—z¿) =0 


8, Đáp án: C. 
(P) song song với (Q) nên 2 mặt phẳng này đều có VTPT (4:~3:~7) 
Lấy điểm A bất kì thuộc (Q} rồi lấy A' đổi xứng A qua ! và kiếm tra xem, 
thuộc mặt phẳng nào trong 4 đáp án : 
Giả sử chọn A(0;1;0) = A2,~3,4)e (P):4x—3y—~7z+l1=0. Đáp án: €. 
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2 _m-l -3_ -T 
, Đáp án: A. Hai mặt phẩi ————>—#— 
» p ai mặt phẳng song song œ mH F1 z 5 


4. Gán tọa độ với A(0:0;0), A(;0:0), Đ(:0:1), Múi) 
ˆ —(A'DM):-2x+y+2z=0 


Š A(A,A'pM)=2'Ì<Ê, báp ám: A. 


Gọi 8f(0;0:0),(P):x+2y+2z+2=0 
d(M,(P)) = MO' 


; a+2 =1 
KẾ “[a =la|= 


=\ 
a=— 
_ = Đáp án: B, 
516. Đáp án: B. Chọn A bất ld thuộc ( #}, tính khoảng cách giữa A và ( #') 


ƒ 17.Đáp án: B. Cos((#); (8) = TT n 


[.18. Đáp án: A. 
AB=@;0:—1) 
Gọi 1 véctơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) cần lập, ta có: 
nạp = (4; b;€) (a* +bŸ +cŠ > 0) 
=3a~c =f (1). Một véctơ pháp tuyến của (Oxy) là ( 1 ;1 ;0) 
la + bị 1 
[ Cas(():(0y)=- =2) 
'Từ (1) và (2) ta có hệ, giải hệ ta được mối quan hệ a; b; c. 
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Bài 2. Đường thẳng 


1. Dạng viết phương trình đường thẳng (Phương trình tham số, phương 
trình tống quát và phương trình chính tắc) 
1. Véctơ chỉ phương 


ch g 
Nếu véctơ # = (a,b,c) #Õ (a2 +bŠ+c? #0) thỏa mãn: ứ có giá là d hoặc B...| 
giá ý d thì gọi w là véctơ chỉ phương của d. 
Kí hiệu: ứ„ =(2,b,e) 
2. Phương trình đường thẳng 
Nếu đường thẳng d đi qua I= (xạ, yạ, z„) có vectơ chỉ phương w„ =(4,,e) thỉ:. 
x=xy+dai ; 
3} Gọi hệ phương trình 4 y= y,+ør (ze R) là phương trình dạng tham số của d 
š=#¿+cf 
b) Với a, b, c #0 thì gọi hệ Hung sa là dạng chính tắc của 
đường thẳng d. 
Chú ý: 
~ Đường thẳng trong không gian không có khái niệm vectơ pháp tuyến 
~ Chương trình học theo Ban cơ bản chỉ có phương trình dạng tham số, Ban 


nâng cao có thêm phương trình chính tắc, 
- Điểm M e đ © ẢM (x, +at, yụ +bt, #ạ +et) 


- Mỗi đường thẳng d có vô số véctơ chỉ phương có dạng 
ku„, =(ka,kb,kc) k#0,ke & 
Ví dụ 1. Phương trình đường thẳng AB qua A(1;2;1),8(0:3;5) là: 


x=t .=r x=t x=-t 
A.4y=3+r B.‡4y=3+t C4y=3—r D.‡y=3+r 
z=5+át z=5-4t z=S5tát z=5+Á4i 
Hướng dẫn giải 
Ta có AB =(~—1;1;4) là 1 VTCP của AB. 
x=~( 
Vậy phương trình đường thẳng AB là: 4 y=3+z . Đáp án: D, 
z=5t4 
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Ví dụ 2. Cho 4(1;—1;1), B(—1;2;3) và (P):~2x+ y+3z£—1=0. Phương trình đ 
__ đi qua A và song song với (P), vuông góc với AB. 


cà X-l y+l z-]I +-1 711. z1 

NI SE TY ` 

x-l_ y+l z-—l #=l_ y+l_ z-l 

` —==—=S=— p.Š—-=3*„‡⁄— 

Ệ 7 2 4 ⁄Á 2 — 
Hướng dẫn giải 


nụ =(~2;1:3); AB =(-2:3:2) 
Đường thẳng đ//(P) và vuông góc với AB nên chọn 
- wy=[m;,AB]=(7:2:4) 

| Phương trình đường thẳng d là Tung s1, 
Đáp án: C, 


l -2_y-2_ z+l x-3 y-3 x+l 
A.—“=}—ˆ-:— B.—“-}-“~!” 
F g3 8 f3 s 
| x-2_ y-2_ z+l x-2_y-2 z+l 
CN. BH, 2Ð ÔN. SE} Du 
0  Hg 7E NON] 


.Cách 1: Gọi M', Ñ' lần lượt là hình chiếu của M, W xuống (P) 
- _ Giải phương trình giao điểm, tìm được M'(2;2;—1), N f: 2i 0Ì 
Phương trình hình chiếu cần tìm chính là phương trình đường thẳng M'N'; 
sẽ, T2 _ y2 z+] 
N:—=——=—- 
S 7 -¬3 2 
Cách 2: Các cách thử đáp án 
Kiểm tra VTCP của đường thẳng có vuông góc với VTPT của mặt phẳng (P) 
hay không? 
Tìm 1 số điểm thuộc đường thẳng ở đáp án để xem có thuộc (P) hay không? 


281 


II. Dạng bài vị trí tương đối giữa hai đường thẳng ,, giữa đường thẳng y 
mặt phẳng. Š 
1. Vị trí của 2 đường thẳng 
Cho A, đi qua Ä,(x,, yị,z,) có VTCP “(4,,4;,đ4,) 
Cho A, đi qua Ä#;(x;,y;,z;) có VTCP v(0,,b;,b,) 
- Nếu [ø,v ].Af,M; #0 thì 2 đường chéo nhau 


w,v |.M,M, =0 
- Nếu Ữ v]Mm, thì 2 đường cắt nhau 
+4; : dạ # bị : by : bạ 
A, 

- Nếu 4(:a; :a =b, :b, :by và hệ phương trình của " vô nghiệm thì 
2 - 

2 đường song song (có thể lấy một điểm thuộc đường này thử tọa độ vào 
đường kia xem có thỏa mãn hay không} 


^ 
- Nếu đ,:4; : 4y =b, tò; :b, và hệ phương trình của TA có nghiệm thì 
2 
2 đường trùng nhau (thử một điểm thuộc đường này vào phương trình 
đường kia xem có thỏa mãn hay không) 
2. VỊ trí của đường thẳng và mặt phẳng 
Cho A đi qua Äf (xạ. yạ,z¿) với VTCP: w = (4,b,€) 
Mặt phẳng (Z): Ax+ By+Cz+ =0, VIPT ñ=(A.B,C) +0 
- Nếu nữ #0 Aa+b+Ce #0 thì A cắt (œ) 
- Nếu ñ cùng phương ứ ©@2:b:c=A:8:C thì A cắt (ø) 


- Nếu ưệu «© A song song (#) 


M£(ø) 
- Nếu = =Ac(4) 

Me(a) 
Ví dụ 1. Đường thẳng A qua A(I;2;1) cắt Ox và đường thẳng \ ị 
d:Š>Š= 3Ÿ ~Ẻ,Hoành độ giao điểm của A và 0x là: ị 
§ 
A.xạ=0 B. xạ=-3 C. xạ=-2 D. xụ=—6 | 
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: Hướng dẫn giải 

_` Gọi giao điểm cần tìm là ø(x,0,0); d đi qua C(~3;0:3) có VTCP là 
# (1:2). Vì AB cắt d thì [ BÃ:: ].CÄ =0 x=~2 

' Thử lại điều kiện tỷ lệ của 2 VTCP thấy thỏa mãn. Đáp án: C. 


.HI. Đạng bài khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng, khoảng 
-_ cách giữa 2 đường thẳng chéo nhau - đoạn vuông góc chung 


1, Khoảng cách từ một điểm M(x,;y,:z,) đến đường thẳng A đi qua 
[ Ty: yạ¡z,) có VTCP t„ = (đ;ð;€) là: 


Ệ d(M,A)= Tu 

¿ ta 

Ỉ Chú ý: Nếu mặt phẳng (P) chứa A sao cho khoảng cách từ A#(x,: y,;z,) đến 
©__ (P) lớn nhất thì đ(M,A) = d(M,(P)) 

ˆ Ví dụ: Khoảng cách từ điểm A (2;~1;0) đến đường thắng 


4: x†!l_y-3_z+l 


L8 1B TH 
A.0 B. 29 C.5 D. Đáp án khác 
Hướng dẫn giải 
H,:IM 
Ấp dụng công thức “`... 
ly 


Đáp án: B, 

2. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau 
Cho hai đường thẳng chéo nhau a, » khí đó khoảng cách giữa chúng được 
tính theo công thức: 
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Tìm phương trình đường vuông góc chung hai đường thẳng chéo nhau 


x=3-4t ~x=6t' 
(3):4y=-2+r và (4'):‡y=1+£' 
=-l*? z=2+2r' Về 
A. X1 y1_ s+. g.3-1„v‡1_z—1 ñ 
1 2 2 1 2 2 ñ 
cx11 +1 # D,Z†l_y-l_z£ 
1 2 2 2 2 
] 


2. Cho hai đường thẳng 4, :Š= J—L~ š—Ì và ø,,3—1~ }—Í „ š, piểm 
Acd., A'ed, và AA' vuông góc với d, và đ,. Tọa độ của A là: 


153 15.3 133 4:8 à 
ta) mÍn: H ¡) c{ t3) b(: $3) øI 


3. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' biết A(a,0,0); B(-a,0,0);C(0,10)và ` 
B'(-a,0,b) với a, b>0. Tính khoảng cách giữa B'C VÀ AC. ị 


A88, S.__É c_^“P p._8 +? _ 
“đà +p Nưưn a°+bŸ ˆ 3ab(a+b) 


4. Cho điểm A(0,0,av3); 8(a,0,0); C(0,axV3,0) (a>0) Mlãtrungđiếm BC. ` 
Tính d(AB,OM). 


3 3 3 + by 
#5 g5 Q25 g6 : 

5 l5 3 5 # 
5.Cho 3 điểm A(-4;4;0), 8(2;0;4), C(;2;~1). Khoảng cách từ C đến đường 


thẳng 4 bằng: 


A. Vũ B. V17 cv BI ñ 
6. Khoảng cách từ điểm A(2,-1,0) đến đường thẳng 4:Š*ˆ _= =3 +- su `“: 
5s 155 6 
Đo tin: tig” Ð. Vịzs 
284 


x=2t 


3 „ Khoảng cách giữa 2 đường d :Z—” = xT= Tnaa: y=~1+z(re R) là: 
: £=2?-t 
Ñ A.v: .. . = 


8. Cho hình bình hành A8CĐÐ có C(~2;3;5);72(0;4;7) và giao điểm của hai 
đường chéo là M(i2.2). Phương trình cạnh AB là: 


PTNE: D2 FE-TGE QUA 

9. Đường thẳng A qua A(I;2:1) cắt Øx và đường thẳng đ Tung 
ˆˆ Hoành độ giao điểm của A với Øx là: 
A.x,=0 B.x,=-3 C, x„=-2 D, „=-6 
110. Cho đường thẳng ¿:X~1 „ -. . Phương trình chính tắc của 
đường thẳng A vuông s. với * cất d rÁ nằm trên mặt phẳng 
(œ):x—y+z—2=0 là: 


*t3 y#$ z x-=5_y+l_z-6 
HÓI XEế ST HỘ RE ĐHỊ— - 
x‡+3_y+5_ £ xi3 yt$ 7 
xung: hề: Mị 


và vuông góc với A:Š—^ 2 ` Phương trình của đ là: 


=l sử) z+2 xHI_ 2 1. NẾ z†+2 
A.Ễ ; 13 3 s 2 S 
x1_ =1 -:†2 x-l_y-Ì z-2 
SẲ% Erun XS” ã s8 
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12, Cho A(1;2;1).8(3:1:0) và C(3;=1;2). Phương trình chính tắc của đường. 


thẳng A vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại A là: 


A#=1„3~2_z-1 gm211„,31?2 z+tl 
2 4 Gà 4 4 ¬ 
x=l y+Ìl z—l x-l_ y-2 z—l 


c=«.>—._- _ TIE ng} 


3 —I ï L: 1 
13. Xác định vị trí tương đối của hai đường thẳng đ,,d, 


~x=-l-2t 
j:š=}=š đ:ị yet (re R) 
1L 4 .:Ẻ 
z=l+( 
A. Trùng nhau B. Song song €. Cắt nhau Ð. Chéo nhau đH 


14. Trong không gian Oxyz cho A(2;~—1;1); 8(—2;3:7) và đường thẳng Z có Š 


phương trình —“ SH = = Khẳng định nào đúng ? 
A. Đường x“. cắt d 
B. Đường thẳng AB và d nằm trong cùng một mặt phẳng 
€. Đường thẳng AB và đ trùng nhau 
D. Đường thẳng AB và d chéo nhau, 
15. Trong không gian Øyz cho hai đường thẳng: 
x + Z .|J3x—z+l=0 
LG là. ANNMEE= 
Khẳng định nào đúng ? 
A. d,,d, cắt nhau và gốc giữa đ,„d, là 60" 
B. đ,,đ, chéo nhau và góc giữa đ,,á, là 90" 
€C. đ,,d, cắt nhau và vuông góc với nhau 


Ð. 4,,đ, song song với nhau 
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b x=S5+21! 
6, Cho hai đường thẳng đ,,4; có phương trình đ,:4 y=l—',, 
z=5-h 
ằ x=3+2t, 
` d,:{y=-3-th (eÑR) 
ẳ z=l—t, 
` Khẳng định nào đúng? | 
._ A.Hai đường thắng đ,;đ, chéo nhau 
ƒ-. B. Hai đường thẳng đ,,d, song song và mặt phẳng chứa hai đường thẳng 
j có phương trình là: y—z+4=0 
[ C.Hai đường thẳng đ,„đ, cắt nhau với giao điểm 7(7:0:4) 
D. Hai đường thẳng d,,đ, trùng nhau 
17. Cho mặt phẳng (Ø„): x+(m—~1) y+2mz—m+3=0 và đường thẳng 
~x=l-â4t 
đị y=2+: (reR) 
t=-l+4/ 


1 Tập S gồm tất cả các giá trị của m để d và („) cắt nhau là 
=E\j° -8\12 =#\|2 =R \{*2 
A.s=R \{Ê) B.S “\[2} C.S “\Í} Đ.S =\2} 


ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


Ị 
4, Đáp án: C. 
2, Đáp án: C. Tham số hóa A( m; 1-m; 1*m) e d,; A'( 1-n; 1+n; n) e d; 


Tìm véctơ AA" theo hai tham số m; n, ta có: AA".d, = 0; AA'd,=0 
giải hệ được m, n, suy ra tọa độ điểm A. 
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3. Đáp án: A. 


Đựng hệ trục tọa độ 0xyz, với trục Ox là đường thẳng AB, O( 0; 0; 0) là 
trung điếm AB, trục Oy là đường thẳng 0C, trục Oz vuông góc với (0BC), 
0z// BB, B' thuộc ( Oxz). 


Nhìn vào hệ trục ta có: C'{ 0; 1; b); C{ 0; 1; 0); B(-a; 0; b); A{(a; 0; 0) 
BC=(a;1;—b); AC =(—a;1;b); [BC:AC] = (b;0;a) 
Phương trình mặt phẳng qua AC”, // với B'C là: bx +az= 0 


b.a+0/0+a. sb ‹ 
d(8'C;ACŒ)= = &. 
a?+b? v +hể 
4. Đắp án: A. 
Chuẩn hóa a = 1 
Có AB=(1,0,—V3); øw(-3.Š 0) ĐB0,0.)=.d(As.ow)=>5 


AC; A5| 
5. Đáp án: B. (có thể áp dụng công thức đ(C,A8)= am” M3 ) 


Viết phương trình đường thẳng AB: qua A và có 1 VTCP u„„ = AB, sau đó tìm 


hình chiếu của C lên AB (CH .L AB, He AB), độ dài AH là kết quả cần tìm. 
6. Đáp án: B, 


Tìm hình chiếu H của A trên d, độ dài AH là khoảng cách từ A tới d. 
7. Đáp án: B. 


Lấy A bất kì thuộc d, tìm hình chiếu H của A trên đ', với H thuộc d' và AH - 


vuông góc với d', suy ra H. Độ dài đoạn AH là khoảng cách cần tìm. 
8. Đáp án: D. 


Lấy đối xứng € qua M được A; lấy đối xứng D qua M được B, viết phương 
trình AB. 


9. Đáp án: C. Xem ví dụ dạng 2. 
10. Đáp án: C. 


+) Giao điểm của d và A cũng là giao điểm của d và Z. Ta có u„ =[u,,n,] 
tạ =[y,t ]=(~5,1,6), nên ta loại đáp án A và D, Thử 3Z(5;~1;6)e A, vào 


phương trình # thấy không thỏa mãn nên loại đáp án B. 
11.Đáp án: A. 


n(1,—L—1) là 1 VTPT của (P); ¡4(2,1,3) là 1 VTCP của A 
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VI d vuông góc với A và song song với (P) nên VTCP của d là u, =[u,,n] 


(Bấm máy: Gán véctơ (1,~1,-1) cho VctA, véctơ (2,1,3) cho VctB rồi nhân 2 
° véctơ VctA xVctB ) 
§12. Đáp án: D, 
- 1VTCP u„ =[AB;AC] = thử đáp án thấy D có véctơ chỉ phương đúng= D 
È13. Đáp án: C. Áp dụng công thức 
' Hai đường thẳng không thể trùng nhau hoặc song song do tỉ lệ VTCP khác 
nhau=>C hoặc D, cho 1 điểm tham số H thuộc d, , thay vào d, = võ 
nghiệm = cắt nhau. 
Ï'14. Đáp án: B. 
Cho d có 1 VTCP v(2,~2,~3) 
AB có 1 VTCP là #(2,~2,~3) 
Vì 2 VTCP tỷ lệ nên d và AB hoặc trùng nhau hoặc song song, nhưng 2 
đường thẳng này không có điểm chung nên không thể trùng nhau. 
Ÿ Vậy kết luận 2 đường thuộc cùng mặt phẳng là đúng. 

15. Đấp án: B. 
Góc giữa (d,;d;) = góc giữa (w,,;0,, )=> hai đường thẳng vuông góc, áp 
dụng công thức => hai đường thẳng chéo nhau. 
:16. Đáp án: B. TÌ lệ VTCP bằng nhau = song song hoặc trùng nhau, hệ 
phương trình vô nghiệm = song song. 
È17. Đáp án: A. 1 VTCP ä„ =(~3;1;4); 1 VTPT nạ =(lm—1:2m), đ và ( P„) cắt 


nhau gay #0 c vi 
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Bài 3. Mặt cầu 
Mặt cầu tầm I = (a; b; c), bán kính R (R > 0) có phương trình mặt cầu ở 
dạng chính tắc là: 
(x~a)?°+(y—ð)?+(z—c)? = R? 
1. Dạng bài: Phương trình mặt cầu biết tâm I (m; n; p) 
a. Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (P): Ax+ 8y+Cz+=0 


Bán kính: R =4u0- 
A*+8°+c° 


b. Mặt cầu cắt mặt phẳng (P): Ax+ 8y +Cz + D=0 theo một đường tròn có 
bán kính R' cho trước. 
Bán kính mặt cầu: #* = #®+[4(7,())Ÿ 


c. Mặt cầu tiếp xúc với đường thẳng d; “—Š+ sư ớ x_. 
a 

[sa 

Bán kính mặt cầu: #=đ(1,đ)= 

l“z 
d. Mặt cầu cắt đường thẳng d theo 1 dây cung có độ dài / cho trước : 
tì 

Bán kính mặt cầu: 8? “(š} +[4Œ.4)Ƒ 
Ví dụ 1. Cho mặt phẳng (P):2x+ y—2z+15 =0. Viết phương trình mặt cầu có 

tâm I(1; -1; 2) tiếp xúc với mặt phẳng (P). 

Nướng dẫn giải 


R=d(:(P)=1*CD=22+15_ 
2+1? +(-2)ˆ 


Nên mặt cầu có phương trình là (x—1)? +(y+1)? +(z—2)? =16 

Ví dụ 2. Cho đường thẳng d có phương trình: = .— -. Phương 
trình mặt cầu có tâm I(1; -1; -2) và tiếp xúc với đường thẳng d là... 
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—Ý"Ý 


: Hướng dẫn giải 
_ w(3;2~2); M (~3;~2;8)e d; —_ 1;—10); 


„8M mạ MỸ 


- Phương trình mặt = là (x— .- .. +(z+2)! =49. 
Dạng bài: Phương trình mặt cầu có tâm I thuộc đường thẳng d 


T5. }% — và thỏa mãn điều kiện cho trước. 


b 
+*=xse+đf 
+ Từ giả thiết suy ra d: 4 y= yạ +br = tâm ƒ(xụ +4: yạ + bf; zạ +€f) 
#=#¿+ct 


- + Sử dụng các công thức ở đạng 1 tìm t=? 
- => tâm I=?, bán kính R = ? => phương trình chính tắc của mặt cầu. 
dụ 3. Cho đường thẳng đ: =1: can l 
` mặt phẳng (P): x+2y~2z~2 =0, mặt phẳng (Q): x+2y—2z+4=0. 
` Viết phương trình mặt cầu tâm ] nằm trên đường thẳng d và tiếp xúc với 2 
) mặt phẳng (P); (Q). 
Hướng dẫn giải 


Từ giả thiết = 7(2+3+;I—2:;I—2:) nhận thấy (P)//(Q) 


= 4(:))=4((0))=R=24((P):(0)). 

Giải phương trình tìm được t=~— 1 khi đó I(— 1;3;3), R=1. 

_ Khi đó phương trình mặt cầu là (S): (x+1)?+(y—3)? +(z—3)? =1 
Đạng bài: Phương trình mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (P) 

- Ar+By+Cr+D=0 tại M (xạ:y¿:z„)€ (P) (cho trước). 


+ Mặt cầu tiếp xúc mặt phẳng (P) tại M © _ 


CN HN 
R=IM 
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th Ÿ— 
Gả 


R=(A'+8*+€®)|| 
+ Sử dụng các công thức ở dạng 1 từ đó tìm ra t=? 
==? R=?= phương trình chính tắc của mặt cầu. 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Cho mặt cầu (Š):xˆ + yÌ + z°—2xm+ 2my—4mz =0. Khi m thay đổi thì tâm .. 
I của (S) đao động trên: đ 
A. Đường thẳng có phương trình xe“. 
B. Mặt phẳng có phương trình x+ y+2z=0 


C. Đường thẳng có phương trình Lư, 


D. Mặt phẳng có phương trình 2x—2y~2z+1=0 

2. Mặt cầu (S) qua các điểm A(1:0;0),Z(0;1;0),C(0:0;2) và Đ(1;1;2). 
Phương trình mặt cầu ( S) là: 
A.x?+y?+z?—x—y+2r+1=0 B, x°+y?+zÌ—x—y—2z=0 
Cx°+y?+z?—x—y—2z—1=0 D.x +y?+z?—x+y—2z+1=0. 

3. Cho tứ điện A8CD có A(3;6;~2), 8(6,0;1), C(—l;2;0), Ð(0;4;1). Tâm 7 của : 


mặt cầu ngọa tiếp tứ diện 4CÐ có tọa độ: : 
A. /:—2;1) B. /(3;2;—I) €. 1(-3;2;1) D. 7(;~2;I) 


4. Cho tứ diện ABCD với A(2;0:0), 8(0:4;0), C(0;0;6), D(2:4;6). Tập hợp 
các điểm Af (x;y;z) thỏa mãn [MÃ+Mñ+ME+MP|=4 là mặt cầu có 


phương trình: È 
A. (x—1+(y=2)°+(z—3)) =1 B.(x—I)`+(y+2)°+(z—3)” =1 
€.(x+1)°+(y+2)° +(z—3) =1 D. (x—1)°+(y+2)°+(z—3)` =4 


5. Cho A(1;0;0), 8(0;2;0), C(0;0;3). Tập hợp những điểm #M (x; y;z) thỏa 


mãn MA? + M8? = MC? là mặt cầu bán kính bằng: 
A.4 B, 2/2 c.2vã D.32 
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( 6. Phương trình mặt cầu tâm 7 (0;4;~2) và đi qua A(—2;1;1) là: 
A.x?+y°+z?~8§y+4z—3=0 B. x`+y2+z`~8y+4z—~2=0 
Cx+yÊ+z?+8§x+2y—4z—1=0 Đ.x?+y?+z?~8y—~4z—~2=0 
Trong không gian cho A(3,~2,~2); B(3,2,0); C(0,2,1); Ð(—I,1,2). 


Phương trình nào sau đây là phương trình mặt cầu tâm A và tiếp xúc với 
__ mặt phẳng (BCD). 


A. (x~3)?+(y+2)°+(z+2)? =0 B. (x~3)?+(y+2l?+(z+2)?=25 
€. (x+3)°+(y—2)?+(z—2)? =14 D. (x—3)?+(y+2)? +(z+2J? =14 
ì |`ø. Phương trình mặt cầu đi qua A(t;1;0), 8(~—1;1;2), C(1:~1;2) và có tâm 

“Ï  thuộcmatpháng (P):x+y+z—4—0 là: 
A.(x=l}+(y=D°+(z—2)° =4 B. (x—1) +(y=2) +(z—1}) <4 

: €(x—1)+(y—1)°+(z—2)°=2 DĐ, (x~4)°+»2+(z—2)°=4 

“Ÿ 9. Phương trình mặt cầu đi qua A(0:1;0).B(I;0:0),C(0;0;1) và tâm 7 thuộc 
ƒ_ mặtphẳng (P):x+y+z+3=0là: 

A.x +y°+z2+2x+2y+2z~1=0 B.x2+y?+z°~2x—2y—~2z—I=0 
Cty ?+z?~2x+2y+2z+1=0 D.x +y®+z?—4x-4y+z—tl=0 
T10. Phương trình mặt cầu qua A(1:2:~4),B(I:~3;1),C(2;2;3) và có tâm 7 

¡ — thuộc mặt phẳng (x0›) là: 

A.(x=2)Ì+(y~1°+(z—1°~10=0— B. (x+2)”+(y—U°+z?—15=0 
 C(x+2)Ì+(y-l)°+z!=26 Ð.(x—1)+(y~2) + z2 =50 

Ễ 11. Phương trình mặt cầu đi qua A(3:1:0), B(5;5;0) và có tâm 7 thuộc trục 
Ầ Óx là: 

A.x2+ty +z?~x—y—z=3 B. (x+10)°+ y2+z?—15=0 
€.(x—10)°+ y°+z?+50=0 Ð. (x—10)Ì + yŸ + z? =50 
(12, Phương trình mặt cầu ( $) tâm 1(4:0:—1) và tiếp xúc với mặt phẳng 
ì (P):3x+4z—~3=0 là: 

A.x2+y +z?—§xy+2z+l6=0 B.x?+yŸ+z?—~§y—~2—16=0 
Cx°+y*+z?+§x—2z—16=0 Ð. x+y2+z?—4x+4z+16=0 
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Mặt cầu với “Ming thẳng và mặt phẳng 


13. Mặt cầu : xŸ + y° +z? —2mx+ 4my -+4m2=L=0, tiếp xúc với mặt phẳng. 
x+>y~z~2=0 khi và chỉ khi tống các giá trị m bằng: 
A.-2 


B.2 c.~4 D.4 hóni 
14. Cho mặt cầu (S) tâm 7(V2,~1,1) và đi qua A(0,0,2) và mặt phẳng 


(P):Ÿ2x—y+z=0. Mệnh đề nào sau đây là đúng? ụ 
A.(S) cắt (P) tại hai điểm phân biệt 8. (S) tiếp xúc với (P) 
€. (S) là (P) không cắt nhau 


Ð. (S) cắt (P) theo một đường trên - 
15. Cho mặt cầu (S):(x—1)” +(y +1}? +z? =11 và hai đường thẳng 
(4, T TS = Ti Tư nnẴ Trong các mặt phẳng sau đây, 
mặt Thăng nào Xe song với (4,),(d;) và tiếp xúc với (S). lạ 
(1).3x—y-z+7=0 
(17).3x+v+z—7=0 


(H1).3x—~ y—z—15=0 h 
(WV).3x+y+z+15=0 


A.(D và (1) B. (1) và (II) €. (1) và (IV) D. (1) và (IV) 
16. Cho mặt cầu (S) có phương trình x3 + y? +z*—2x—4y—6z= 0. THÌả] 
Mặt phẳng (P) đi qua giao điểm của mặt cầu với ba trục Ox, Oy, Oz (khác - 


gốc 0). Phương trình của mặt phẳng (P) là: 
A.3x+6y—12z—12=0 


B.12x+3y—6z+12=0 NI 
C.6x+3y+2z—l12=0 C.6x—3y—2z+12=0 
17. Cho mặt cầu (S):x” + y?+z?+2z—10y—2z—1=0 và đường thẳng 
X-m _ y+[ z;+]l 
d):——=—=—, 
Vuoli NET: 6P: Si 
Để d cắt (S) tại M và N mà độ dài MN lớn nhất thì giá trị của m và l là \ 
A.m=-3;!1=l B.m=2;l=-2 C.m=-3;1=3 D.m=l;l=3-ˆ 
18. Cho (S) là mặt cầu tâm 7(1,2,3) qua gốc O và D là đường thẳng có phương Ê 
x=l+r 


trình 4 y=2—2. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
z=0 
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A. D là tiếp tuyến của mặt cầu (S) 

B.D cắt (S) tại A(2,0,0); 8(0,4,0) 

€. D và (S) không cắt nhau 

Ô Đ.Dsong song với đường thẳng l qua O 

lý 19. Cho mặt cầu (5): +` + y? +zˆ~6w—2y+4z+5 =0 và điểm »(4:3;0)e (S). 

| Tiếp diện của (S) tại M có phương trình: 

Á, x+2y+2z+lI0=0 B.x+2y+2:—l0=0 

Cx-2y+2:+2=0 Đ.x—2y—2z—10=0 

L20. Cho mặt cầu (S): x' + y+z?+2x+4y—4z=0 và 

- .. mặt phẳng (#):2x—y+2z+8=0. Có hai tiếp diện của (§) cũng song 
song với (2) đó là: 

Á.2x—y+2z—4=0 và 2x—y+2r+4=0 

B.2x—y+2z+13=0 và 2x—y+2z—5=0 

C.2x—y+2z—l3=0 và 2x—y+2z+5=0 

Ô Đ.2x—y+2z+l2=0 và 2x—y+2z—8=0 

ƒÿ 21. Cho mặt cầu (S) có phương trình x* + yŸ +z?—2v—4y—6z =0. 

; Đường tròn giao tuyến của (S) với mặt phẳng (Oxy) có bán lính là: 

 Ar=x5 B.r=2 C.r=v6 D.r=4 

| 22. Cho đường tròn (C) là giao của mặt cầu (S):xˆ+ y°+z*~4=0 và mặt 

Ì phẩng(P):x+z—~2=0. (C) có tâm ¿7 và bán kính r bằng : 

A. 1Q;1;0), r=v2 B. #(;0;),r=v2 

€. (0:1;), r=v2 Ð. #(1;0;—I), r=v2 
23. Cho đường tròn 

ÿ. (Œ)=()n($); (5):(x~3)?+(y+2)?+(z—I)? =100; (P):2x—2y~z+9=0, 
Tâm # của (C) là điểm nào ? 

A. H(;-2;3) B. (;2;~3) C. H(1;2;3) D. /7(—1;2;3) 

¡24. Cho mặt cầu (5): x” + y`+ z°—2x—4z—4=0 và ba điểm A(3;1;0), 

8(2/2;4), C(—1;2;1) nằm trên mặt cầu (S).Tâm # của đường tròn ngoại 

tiếp tam giác A8C là điểm có tọa độ: 


455 4. 55 
P2+y$ B.H4 

: Ễ 3 Ÿ B E Ÿ† 
8.5.3 45 5 
CH.-;—_:—= ' Án ty 
r 3 3 [ 3 3) 
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ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


1. Tâm I có tọa độ (m;—m;2m) nên sẽ thuộc mặt đường thẳng x=—y “ 


Lưu ý: Ì cũng nằm trên mắt phẳng z— y—2z=0 nhưng quỹ tích của I 
không phải là mặt phẳng trên, mà chỉ là 1 phần mặt phẳng chính là đường Đà 


thẳng xe-y=Ẵ. y 

3. Cách 1: Gọi tọa độ I(x,y,z) và giải phương trình 3 ẩn bậc hai: 
1H? =1A? =[Cˆ? = ID). 
Cách 2: Thừ đáp án, chỉ có đáp án B thỏa mãn: 78 = 1A =/C =ID= 17 vã 
Cách 3: Gọi phương trình mặt cầu dạng tống quát rồi thay tọa độ 4 điểm t 
vào giải hệ 4 ấn 4 phương trình (dùng máy Vinacal sẽ tính được hệ này) 

4. Chứng minh điểm M thỏa mãn đẳng thức trên luôn cách điểm G(1,2,3) một 
khoảng cách bằng 1. Ả 

5. Gọi tọa độ M(x,yz). Vì: bị 
MA + MB =MC" lấP | 
®(Œ=U°+y)+z'+x +(y—2)2+z2=x? + y2+(z—3)2 
©®(x-U?+(y—2)°+2z?=z'—6z+9 
œŒ-l)'+(y—2)°+(z+3}' =18 vã 
Vậy quỹ tích M là đường tròn tâm I(1,2,-3) có bán kính bằng 3/2. 

6, Tâm I(0;4;-2) bán kính R = IA. 

7. Phương trình (BCD) là x+2y+3z=7, d(A,(8CP)) = v14. Š 

8. Cách 1: Gọi tọa độ I(x,y,2) giải hệ bậc nhất ba ẩn l8 
Cách 2: Tâm ï phải thuộc mặt phẳng (P) nên loại đáp án D Tà | 


Nếu I(1,1,2) thì RỀ =/A? =4= 7B? = !C? => đáp án A 
Cách 3: Ta có thế thay trực tiếp tọa độ 2 điểm A, B, C vào các phương án. 
9. Nhận thấy chỉ có tâm của phương án A thuộc (P} nên đáp án: A. 
10, 11. Tương tự cách làm bài 8 
12. đd(1(P)=R=L1 
=(8):x”+y°+z?~8x+2z+l6=0 
Đáp án: A. 
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j3. Đáp án: B 
Ệ Mặt cầu: x? + y? + z°—~2mx+4my +4m” =1 =0, tiếp xúc với mặt phẳng: 


Fx+y—z~2=0 ©dgnp)=R© P=Ä< dnẽ vi c m=22 6 


Vậy tống các giá trị cần tìm của m là 2 


: F¿.P)=2 = (S) tiếp xúc với (P) 


|. Có (1),(1I) thỏa mãn tiếp xúc (5) 
ý Có: 
3.I—-1.1-2.1= 

° 3.1=2.1-1.1= g^ 
l6. (P) đi qua ( 2 ;0 ;0) ; (0 ;4 ;0) ; (0 ;0;6) 
° => Thử 3 tọa độ vào các đáp án. 


=(I)(1) thỏa mãn song song (đ,),(d,) 


' Đế MN max thì MN=R, d phải đi qua tâm của (S) 
Ƒ IC15/1) thuộc d e TT =Š  ~ TÍ sm=2, 1=~2 


Ý k~:o-jia 
2uap-3 “ (09 


Gọi Af(I+a;2—2a;0) Thay M vào (S) giải a 


Ì' Thử đáp án: Xem mặt phẳng nào đi qua điểm M, chọn B, C. 

- Mặt phẳng nào mả khoảng cách từ tâm (S) đến mặt phẳng đó bằng bán 
kính mặt cầu là đáp án đúng. 

lÈ0. Tầm 1(-1;-2;2) bán kính R= 3. Ta thử xem khoảng cách từ 1 đến các mặt 
hhẳng trong đáp án có bằng 3 hay không. 

Ù1. 

© (S) có tâm /(:2;3),R=v14 

đ(I,Oxy))=3 


—>r=-|R*—đ*(1,(Oxy)) =xJ5 
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22. C là giao tuyến của mặt phẳng (P): x+z—2=0 và mặt cầu (S): 
x'+y?+z?—4=0 tâm I(0,0,0) bán kính R=2, vì cả 4 đáp án đều có r giống. 


nhau nên ta chỉ xét đến các tọa độ của H, thử xem điểm H nào thỏa mãn IH.- 
vuông góc với (P) thì thấy chỉ có đáp án B thỏa mãn. 
23. 


~x=3+2: 
có dạng 4 y=-2—2 


Viết ø| //7(P) 
. z=l-t 


la 1(3;~2;]) 


:z 


lệ 3 


Gọi 77(3+2a,~2—2a,!—a)e (đ) ;9 


Thay H vào (P) 
=a=~¬^2 
—>› HC-I;2.3) 
Đáp án: D. 

24. Tương tự bài 23 
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Bài 4. Các bài toán về góc 


Â +. Góc giữa hai mặt phẳng. 

Ý- Cho 2 mặt phẳng có phương trình: (2): Ax + 8y+Cz+ =0 và 
` @›):A'x+B'y+C'r+D'=0 

- Gọi ø là gốc giữa hai mặt phẳng trên, ta có: 


|AA+BB+CC| 
cosp= 
(Aˆ+B?+C))(A°+ +) 


2, Góc giữađường thẳng và mặt phẳng: 
_ Cho mặt phẳng (ø) có 1 VTPT ø và đường thẳng d có 1 VTCP a thì góc 


ị nhọn Ø tạo bởi (ø) và d là: 
¬- 
sinØ@=r-—^ 
p I#|.| 
|3. Góc giữa 2 đường thẳng: ` 
¡Cho hai đường thẳng dị có VTCP ø và 4, có VTCP ø„ thì góc nhọn Ø giữa 


Ễ d,và dịhà: 
lu 


cos= 


L4. Cách tính 
Cách 1: Tính toán thông thường: Sử dụng các công thức bên trên 
Cách 2: Sử dụng máy tính Casio (Xem lại phần kĩ năng sử dụng Casio} 
'Ví dụ 1. Cho hai mặt phẳng #: x—v/2y+z—4=0: đ:x+ yV2—z=0 
Tìm góc tạo bởi z và đØtính theo đơn vị độ là: 
Hướng dẫn giải 

__ [M0DE][8][1][1]: Mở VetA gán (I;—/2:)) 

[SHIFT][5](2][2](1]: Mở VctB gán (I;v2;—1) 
Viết biểu thức tính toán 
[SHIFT][cos][(] [SHIFT][5][3] [SHIFT][5][7](Dot) [SHIFTI[5](4)[)]I:]I(I 


[SHIFT][hyp](Abs) [SHIFT][5][3][)] [SHIFT][hyp](Abs) [SHIFTJI5][4] [))] 
Biếu thức hiện lên màn hình có dạng 


cos”`(We:A.VctB : (Abs(VctA) Abs(VctB)) 
Kết quả là 60°. 


Ï NNNgg 


5, Các dạng bài S4) 

a. Dạng bài góc giữa đường thẳng và mặt phẳng | 

Ví dụ 1. Cho đường thẳng d là giao của hai mặt phẳng (P): x— y + z~2= Ovà . 
(Q): e—2z+1=0, mặt phẳng (z):x—2y+3z—4=0. Tính góc tạo bởi d và (4), 


Aop=ll — guð@„ŠÊ Csinø=-L Đain@~ÖŸŠ ˆ 
14 14 Tri 1 Vài 


Hướng dẫn giải 
Mặt phẳng(ø) có VTPT: (1;~2;3) 


- 4 1ÌjS 1 _—I 
Đường thẳng d có 1 VTCP là z-[b 33 ) a|(6^) 


2—6+3| 1 
Áp dụng công thức trên ta An nrran 
21246 l)ÁP- xao I+4+9Al+4+9 14 


Đáp án: €. 
x=S5+t 
Ví dụ 2. Góc giữa đường thẳng đ:4y=-2+t (elR) và 
z=4+\?t 


mặt phẳng (P):x— y+x/2z~7=0 là: 

A.30' B. 60° C.45° Ð.90° 
Hướng dẫn giải 

Gọi œ là góc giữa d và (P), áp dụng công thức ta có: 

Aa+ Bb+C: I.1+(-0.1+2⁄2 


1 
= =—=>z=30`.. 
A?+B?+C?xla)+b°+c° 1+I+2I+I+2 bề-: 


sin#= 
Đáp án: A. 
b. Dạngbài tìm điều kiện tham số để thỏa mãn điều kiện về góc, lập 
phương trình đế thỏa mãn điều kiện về góc. 
y-l 


Ví dụ 3. Cho hai đường thẳng d cỗ =2” =#—” LẺ “Tung 


Phương trình mặt phẳng (z) chứa đ, và tạo với d; góc —- 


3 
-r+y+z=0 x+z=l xey+2r=3 —x+2y+z—-3=0 
2y~z=0 t[yxz=2  |2x+y+3z=4 [2x-y+z=0 
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Hướng dẫn giải 
Cách 1: Tính toán trực tiếp 
Vì (2) chứa dị nên phương trình tổng quát của (2) là : 
axr+by+(a+b)¿=a+2b 
Kết hợp với điều kiện về góc giải phương trình bậc 2 chữa a,¿ : 


2 __— |d(a+) “[ “5 
F:Í "em b=0 
x+z= 


Vậy có 2 mặt phẳng thôa mãn đồ | tu „ Đáp án: B, 


SP, 
Cách 2: Thử đáp án 

Hướng 1: Tìm VTCP của dị và kiếm tra sự vuông góc với VTPT của các mặt 
phẳng trong đáp án, chọn được đáp án B, D và C. Kiếm tra thêm điều kiện 
khác đế loại tiếp. 

Hướng 2: Tìm điểm thuộc d: và xem nó có thuộc các mặt phẳng trong đáp 
án không, sẽ chọn được B, C. Khi đó kết hợp thêm điều kiện về góc để loại 


đáp án C, 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
1. Cho đường thẳng d là giao của (P): x— y+z—2 =0 và (Q): x—2z+1=0, mặt 


phẳng (z):x—2y+z—4=0. Góc Ø tạo bởi d và (z) thỏa mãn: 


3x 866560021601801201-6i00a012608)22550EXin3o2280-0725aSIl 


v2I 1 1 1 
An B. sin Ø= €. sinØ= Đ, sinØđ=— 
14 vã 3/3 6 


pZvrrorrtrstvmsEE-ree 


x-2_y+2_z-3 
=3 
| (Ø):x+ y~2z+3=0. Góc tạo bởi d và (ø) là: 
A. 60° B. 459 C.30° D. 90! 
Í x=l+2 
3. Trong hệ trục tọa độ Øxyz, cho đường thẳng: đ:4 y=—1+â3r và 
z=2-t 
(đ):3x— y+z—1=0, Số đo của góc giữa d và (z) bằng: (chính xác tới phút) 
A. 9916" B. 16912' €. 16915! Ð. 169201 
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» Cho đường thẳng đ:—“ và mặt phẳng 


=y423:t-1= 
4. Trong hệ trục tọa độ Oxyz cho đường thẳng ¿: = cản x6 xe v 
(@):3x— y+z—1=0. Số đo của góc giữa d và (z) bằng: (chính xác tới phút) 
A. 1614" B. 1612' €. 16815" Đ,1620' 
5. Cho đường thẳng d trong hệ trục tọa độ O2 có phương trình 
z+2 


x~2_ y+l 
———=——= ` là * 3 
T D] m.ã Gọi ø là góc nhọn tạo bởi d và trục Oz Giá trị của ø là; 


.. Bi cá D. Một giá trị khác ˆ 
6. Cho đường thẳng 2, là giao của hai mặt phẳng là (P): mx— y+z—2=0và 
(Ø):x+2y~z+3=0; á,: *=2~*=.#Ì__mm mđể 4, Lấ,, 
„m l1 m~2 


. ST Bm~=3‡ 


XI7+3 ~3+V17 
4 


2 D.= 


7. Cho (): (a~2)x+2(a+3)y~—(a*+6)z+2a?+2a+6=0 và 
+x=l+tâầr 


và 


A.m 


€m= 


A: y=a~ấi (reR) 


z=3~-t ù 
Giá trị của a đế góc tạo bởi A; (œ) bằng Ø=aresinf: 
~a--2t43 B. „t4 Ca=-2 p.a=~8©Ý1 


x=l+2 
8, Cho (2): (a—2)x+(2a—4)y—z+2ø3 +2a+6=0 vàA: y=2-Šr (re) 
t=3~-ti 


Giá trị của a để góc tạo bởi A; (z) bằngø= anin SYŠ 


A.a=~l B.a=0 C.a=2 D. Đáp án khác 
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, Phương trình mặt phẳng (z) vuông góc OM tại M biết ØM =2 và ØM 
SIỈ tạo với ba trục Ox, Oy, Oz lần lượt tại các góc bằng 60°,45°,60° là ; 
Ýa^.42+-42y—45:—s=0 B. J2x+y+J2z—x/2=0 
'Cx+v2y+z—4=0 D., x+V2y+2z—4=0 
llo. viết phương trình mặt phẳng đi qua hai điểm A(0,0,1) và B(3,0,0) tạo với 
CẨ mặt phẳng Oxy góc 600, 
Ụ L-A. x‡V26y+3z= =3 B. x—26y+3z=3 
Cx‡5y+3:=3 D. x—5y‡3z=3 
“ Ÿ\1. Trong hệ trục tọa độ Oxyz cho bốn điểm 
lŸ AG.—I.0): B(0,~7,3); C(—-2,I,—I); D(3,2,6). Câu nào sau đây đúng? 
TÝ A. ABCD là một tứ giác B.AB LCD 
ˆCAD L B€ D. DAEC là tứ diện trực tâm, 
|2. Cho hình lập phương ABCD.A'B'CĐ' biết A (0,0,0); # (a,0,0); 20,a,0); 
- a>0. Gọi M, N lần lượt là trung điểm AB và B'C', 
“0Ñ12a. Tìm phương trình mặt phẳng qua M và song song với AN, BD' 
SỈ (heo tham số a) 


la. x+4y+3:—T =0 B. x~4y+3z+ =0 
B.~x+ây+4z—T” =0 D, -x+3y+4z+ TT =0 


b. Tính thế tích tứ diện ANBD'. 


1 


Là đa a a` 
_— s — Đ.— 
lên) ° 6 - 2 4 
l2c. Tính góc và khoảng cách giữa AN và BD' 
+ 1 1 
TA.o- _ B.ø= 
ø #00980 ? S2. 
j 1 1 
C. Ø@=arccos— D,ø= 


S3. cho trong hệ trục tọa độ Oxyz, một hình lập phương DABC.O'A'E'C' có 
1 A(a.0,0):2(a,a.0);C(0,a,0);Ø10,0,a). 


AC B.I c0 p, XẾ 
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ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


suø= C6 X) „Ý2L 
Mu||n,| 14 
Đáp án: A. 


ra 
sin(4,(2)) Hi Đáp án: C. 
w„||n„| 2 
% 
s44. = CTCP (0ø) ~916' 
H„||ng| - 77 
4, 


7=(2:~1;3),/8;—t;—1) TU ca thê 


sin(4,(đ))= km ` 462 ~ 1612. Đáp án: B. 


IM„|.|n,„ 
5. 
wạ, =(0;0;1) Ñ-† 
=cos(4,Oz) = `”. Đáp án: A. 
TP .11-)) RNANAdg ĐI 
6. 
Hạ =[ fạysta ]=(Cl;m+1;2m+ 1); (4)1(4)=8g sự =0 exm=3£ÍT `. 
Đáp án: A. 
7. 


` la ¿^— 
sin=r—rr+-r 
kp|.|n, B (a—2)”+4(a+3)°+(ø*+6)ˆ 
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- &d[(a-2)`+4(a+3)`+(at+6)` =|a`-9| 
«> 35a? +20a—5=0 =a--2tM[. 
Đáp án: D, 
Am... 


Tương tự câu 7, Ta có: 7 
: 2V(G~2) +4(a~2) +I ? 


«©®5(a~2)*+I “ (vô nghiệm) 


l Đáp án: D. 


Có đ(0,#) =2 = C thỏa mãn, 
'ẢÔ Đápán:C. 

shn. 

Ÿ Ô (Œ):ax+ry+cz+d=0 (a2+b1+c? =0) 


d=-c 
(P) qua “me 
e 1 
eos((P), (Oxy)) = cos 60° Km 5 
3c) =a'+p? 
«264? =Ð° 
Chọn a=1=>b=+ 26 =(P):x++2J26y+3z=3 
Đáp án: A. 
1, 
AB=( 3-69) _.2TB 1 GŨ Đáp ám, 
CP =(5,1;7) 
12. Cho œ=1 


8;0:0), Ð10;1;0), A(0:0:1), Ð(0;1;1), C1(:1;0), 8(;0;1) 


¬⁄0)4019 
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12a, 
AÑ-[(¡2:=1),BB'=Cii=D 
n;~[a8.5]-(2:a2) 
—(P) qua x( 3:0) có dạngx+4y+3z—2 =0 
Đáp án: A. 

12b. 
AB=(:0;0), AÐ'=(0;1;—1) 


—Vueo =[B.4B}AR|=¡s 


Đáp án: A, 
12c, 
—. |ÁN.BD| vã 
HA |, vã 
cos(AN,BĐ')= ANBD S9 
Đáp án: D, 
13. 


Gọi P(0;0;b)< Øz 
Pham) =[AB-AP]= (ab;ab;a`) 
—› Chọn nạ =(;Ö;4) 


sa(040 66/22 
Thyag |-| đuay a +2b°.1 
=b=— 

w 
AØ=(-a;0;0) 


v,„„ =c|Aö|2B.AP] “ID 
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CHƯƠNG VII. TƯ DUY GIẢI NHANH PHẦN SỐ PHỨC 
Bài 1. Số phức và các khái niệm 


Số phức có dạng z= a+bi(a,be t) được gọi là dạng đại số của số phức z. 
Trong đó a được gọi là phần thực và b là phần ảo của số phức z. 
Ta có các khái niệm sau về số phức: 
~_ Số phức thuần ảo (số ảo) nếu a = 0, thuần thực (số thực ) nếu b = 0, số 0 
vừa là số thực vừa là số thuần ảo, 
-_ Hai số phức bằng nhau nếu phần thực bằng nhau và phần ảo bằng nhau. 
-_ Số phức liên hợp của z=a+i (a,be #) được kí hiệu là z 
#=a-bl: E+t'=z+z 12 =pa! 
~_ Số phức nghịch đảo của z=a+ði (a,be R) là : 
- Môđưn của z=a+bi(a,be lR): |r|=va° +”? 


|:|=|:|=vz&: |z||z†=lz†: |'|=lzl': SINH 


Í Ví dụ 1. Cho số phức z thỏa mãn (1+¡)Ì z=2—4i. Tìm phần thực của z là: 


A.-2 B.-3 C.3 D, 2 
Hướng dẫn giải 
Dùng máy tính Casio chuyển sang môi trường phức (MODE + 2) 


(z'=0) 


Nhập biểu thức -—““_ được kết quả z=-2—¡ 
(I+i) 
Đáp án: A. 
Í Ví dụ 2. Cho : = =5+¡,môđun của số phức w=z2+z là: 
A. 3/26 B. 13/66 C. 3/626 : D.13/626 
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Hướng dẫn giải 
Cách 1: 


Ta có—Š 


2-3¡ 


Vậy |w| =ÍL3? +325' =13\/626.. Đáp án: D. 

Cách 2: 

Bấm máy tính MODE 2 (đưa vào môi trường phức), nhập (2—3/)(5 + ¡) 
=>z=lâ3-—l3i, sau đó gán cho A rồi bấm Shift Abs 

(4? +conjg4)—>=13626 (bấm shift2 để xuất hiện conjg - lấy số phức liên 
hợp) 

Ví dụ 3. Cho số phức z= 3~2i. Phần thực và phần ảo của số phức w =iz—z là: 
A. Phần thực là — 1, phần ảo là — 1 B. Phần thực là — 1, phần ảo là 1 
€. Phần thực là —2, phần ảo là 1 D. Phần thực là — 1, phần ảo là 2 

Hướng dẫn giải 
Dùng Casio nhập biếu thức /(3—2i)—(3+2¿) ta được kết quả —l+i. 
Đáp án : B. 


Ví dụ 4. Cho số phức z thỏa mãn (~2)z+—T=2~i „ Phần ảo của số phức 


LÁ¿ 
1 5 § 3 
A.— B.= - D.< 
10 § x= $ 
Hướng dẫn giải 
2-;—l=3! 
Biến đối kườ ”=- 3 


Dùng Casio nhập biểu thức >7) :(1~2?) Tiếu gán cho A. 


Tiếp tạc đùng Casio để tính w, nhập biểu thức 4+——————— 
conjgA + 2¡ 


=5+i=z=l3-13i = w =(13—13i)Ì +(13+13i) =13—325¡ 


CÁ Z3 S06 SẠÄ 6 346u02/22000ã 


xướai 


c S 


Ệ 
Ệ 


-H. Đạng hình học 


Cho số phức z=a+ð¡ khi đó ta cho tương ứng mỗi số phức z với một điểm 
AM (a;b) trên mặt phẳng tọa độ Oxy. Điểm áM (a;ð) được gọi là điểm biếu 
diễn số phức z= a+öi. 

Ta có một số các tính chất sau: 


“~_ M biểu diễn số phức z,M' biếu diễn z khi đó #8 '=|z~z | 


- _ Các điểm trên trục hoành biểu diễn số thực, các điến trên trục tung biếu diễn 
số ảo. Mặt phẳng Oxy biểu diễn các số phức được gọi là mặt phẳng phức. 


-Ví dụ 1. Tập hợp điểm M biếu diễn số phức z thỏa mãn |z~2i+1|=|iz+¿— là: 


A, Prabol: y= x`—I B. Đường thẳng: x—1=0 
C. Prabol: y=2x? D. Đường thẳng: 2y—I=0 
Hướng dẫn giải 


Cách 1: Gọi ẤM (x; y) biếu diễn số phức z 
=l|x+»xi~2i+1|=|i(x+zxi)+¡~l| 

=(x+UŸ+(y~2)) =(x+1)Ì+(—y—1}Ÿ 

«+®2y-I=0 

Cách 2: |z|=|tz| =|-iz|=|z~2i+1|=|z+1+i| nên M nằm trên đường trung 
trực của AB với A(~1; 2) và B(-1;-1) nên trung điểm AB thuộc tập hợp cần 
tìm, từ đó ta thấy chỉ có đáp án D thỏa mãn. 

Đắp án: D, 

Ví dụ 2. Tập hợp điểm biểu diễn số phức |z—1+¡|=1 là: y=2x—I 
A.Parabol y= x° 


B. Đường thẳng 
€. Đường tròn tâm I(1; -1). Bán kính R=1 
D. Đường tròn tâm I{-1;0) và R=1 
Hướng dẫn giải 
Gọi M(x;y) là điểm biểu diễn số phức z. 
|r+wi~1+i[=1©|@=D+/@œ+Đ|=1e©(x—Ð?+(y+Ð? =1 


Đây là đường tròn tâm 7(1;~1) bán lính R = 1. 
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Ví dụ 3.Trong mặt phẳng phức cho tam giác ABC vuông tại €. Biết rằng A, B _- ˆ 2Ì 
lần lượt biếu diễn các số phức: 5t “~2+ 4 #› =~2—#Ï , Khi đó, C biếu diễn - ˆ 
số phức: tà 
A.z=2-4i B.z=-l~2i €.z=l+i D.z=-2+2i 

Hướng dẫn giải 
Ta có do A, B lần lượt biểu diễn các số phức z=—2+ 4í,z; =-2—2í nên 
A(-2:4); B(-2;~2). Gọi C(x:y) có AC(x+2;y—4); BC(x+2;y+2) khi 
đó tam giác ABC vuông tại € 
©®A€.B€ =0 «(x+2)` +(y—4)(y+2)” =0(%). 
Khi đó ta xét (x: y)={(2:—4),(—;~2),(1;1),(—2;2)} là tọa độ điểm € tương 
ứng với các phương án. Nhận thấy cặp (1;1) thỏa mãn (*). Đáp án: C. 

II. Dạng lượng giác : 
Số phức z = r(cosø+sin ø) trong đó r>0 được gọi là dạng lượng giác của 
số phức z#0. r =|:|. 
£=r(cos Ø@+ísin Ø);z'= r (cos Ø*+ísìn @') 
z-£'= r.r '(cos(Ø-+-@')+isin(Ø0+ Ø3) 

Ã:“ãi(cos(ø~Ø)+isin(ø~ø9) (z'#0) 
z" =rˆ(eos(n@) +isin(nØ)) 
Ví dụ 1: Tìm dạng lượng giác của số phức sau z= l+ Mi 


Hướng dẫn giải 
Có 2 cách, với cách thông thường ta có z= 2|š -Š) 3(«s5+iinE] 
Sử dụng chức năng Đòi để tìm môđun _ argument Bước 1 số phức 
'Pol ch 1; j8 } 
bá ¿s1 _r=2, ð=60 
Vậy dạng lượng giác của “ai làz =2(sos5-+isn 


310 


1. 


sin17” +ieosl7” 


Ỉ 1 Ví dụ 2. Số phức th n2 có dạng đại số là: 
Hướng dẫn giải 


Bầm Mode 2 để vào môi trường phức. 
Sử dụng các phép toán trong môi trường phức bằng (SHIFT 2) để giải toán 
Cụ thể ta có các thao tác trên CasÌo sau 


: Ẵ t9) lý Moh A - X>rn Mau & 
F274” 72Ƒ2t2UTL7I Tri in), THIOM ¿0 
0.7071067812+1. › t*t _-1245 
Đáp án; Ð. 
BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
| 1. Tìm môđun của số phức thỏa mãn điều kiện z—2z=3+4i 
„- Ki, B.⁄5 € lở Ð. =5 
Ý 2. Môđun của số phức z=1-âi là: 
A5 B. vI0 C “ẽ : D, _ 
| 3. Cho số phứcz=2+i.Môđun của số phức w = z° =1 là: 
A.v5 B. 2/5 € củ Ð. Si 
Ề £ =1 Ờ 
4. Số phức z thỏa mãn 1Ã =z—2(3+()là: 
A.z=4~i B.z=4+3i C.z=4~2¡ D.z=4+l 
5, Cho số phứcz thỏa mãn: (2+ï)z=4—3¡. Môđun của số phức w =iz+2z là: 
A.2/2 B.V4I c.⁄32 P.5 
-_ 6. Cho số phứcZ thỏa mãn (I+¡)z+2z=2.Môđun của số phức w =z+2+3i là: 
| A9 B.5 c4 D.3 
(7 Tính (1+j)*"" có kết quả là: 
| 
:L Am B.2 c.~2% D.21% 
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8. Tính căn bậc hai số phức z=8+ 6i kết quả: 


A z=3+ỉ PB z›=3-i Œ =-3+i Đ%, z =Ầ-i 
z; =—3—i zạ=3+í z=3—i #; =-3+j 
9. Tính (1+ï)?29% kết quả: 
A, 29%; B, ~20/ cư D.-29 


10. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai. 
1. Cho z là số phức z= a+;í thì | z l zl 
II. z„ z, là hai số phức thì |z;.z¿|={z,|.|za| 
II. Hai số phức z và z liên hợp với nhau thì (z.z} =lz Ê 3 


IV. Cho hai số phức z,, z; thÌ arg(z,.z;) = arg Z,.arg z; 
A.I B.II €.HI D.IV 
11, Trong các số phức sau, số nào là số thực: 


A. wW3+0~(v5~¡) B. (2+i⁄5)(a—i5) 
⁄2+¡ v2—¡ 
€. Đ. 
2-i V2+¡ 
12. Cho số phức z #0. Biết rằng số phức nghịch đảo của z bằng số phức liên 
hợp của nó. Trong các kết luận nào đúng? 


A.zeR B. z là 1 số thuần ảo 
C.|z|=1 D.|z|=2 

13. Tổng ¡* +'*'+¡*!2 +/*** bằng: 
A./ B. —¡ C1 B.0 


14. Cho số phức z=2—2/3¡. Kết luận nào sau đây là sai? 
A. Số phức liên hợp của z là2(I+3/) _ B. Một căn bậc hai của z là V3—¡ 


`... D.:°=64 
L4 8 
15. Cho hai số phức z=2—3i,z; =4+3i. Lựa chọn phương án đúng 
A.|z,+z|>8 B.|z—z|=5Ỷ7 — C.|z.z;|=5 D, l2 


312 


L16. Số phức nào sau đây cũng là số thực? 


1-2 1+2 1+2í _1~2i 
;.=———+t——- B.z=————- 
3-Ai 3-4 3-4i. 3+4i 
1-2 1+2i 1+2i.1—2i 

SN — Ba 
“2A 3+4 Can Sia 


: '17. Cho hai số phức z¡ =1+í,z¿ =1—¿. Kết luận nào sau đây là sai? 


^A«i B.z,+zy=2 €.|z,.z,|=2 Đ.|z,—z|=2 
18, Cho hai số phức z, =4+3i,z¿ =—4+3i, zy = z\.Z; 
Lựa chọn phương án đúng 
A.a=s B.z, =|sƑ Ca+z=z+a,  D.|2|=25 
|.19. Tìm mệnh đề sai: 
A.|z|=0=z=0 


B. Tập hợp điểm biếu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện || =llà 

đường tròn tâm 0O, bán kính #=1 

€-z=z¿ ©|z|=|s:| 

D. Hai số phức bằng nhau khí và chỉ lchi phần thực và phần ảo tương ứng 

_ bằng nhau, 

20. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm A biếu diễn số phức z¡ =1+2¡, B là điểm 
thuộc đường thẳng y = 2 sao cho tam giác OAB cân tại O. B biểu diễn số 
phức nào sau đây: 

A.z=-l+2i B.z=2-i C.z=l-2i D.z=3+-2i 

21. Tromg mặt phẳng phức cho hai điểm A(4,0); Ø(0,—-3) Điểm C thỏa 
mãn OC=@ØÁ+OB C biểu diễn số phức: 

A.z=4—3/ B.z=-3+4i 

C.z=4+3i D. z=-3-4i 
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22. Cho các kết luận sau, kết luận nào sai: 
A, Hai số phức z,,z;có|z|=|;| thì các điểm z,,z; biếu diễn trên mặt phẳng 
phức cùng nằm trên đường tròn gốc tọa độ. 
B. Phần thực và phần ảo của số phức z bằng nhau thì z nằm trên đường 
phân giác góc phần tư thứ nhất và thứ ba. 
C. Cho hai số phức u và v và hai số phức liên hợp w và w thì uu=ww 
D. Cho z,=a+bi,z¿ =c+di thì z/z¿ =(ac—bd)+(ad +be}ï 
23. Trong mặt phẳng phức, gọi A, B, C lần lượt là các điểm biếu diễn của các 
số phức z, =—l+3i, z; =l+5i, z =4+i. Số phức với điếm biếu diễn D sao 
cho tứ giác ABCD là một hình bình hành là: 


A.2+3i B.2—i C.2+3¡ D. 3+5¡ 
24. Biếu diễn số phức sau dưới dạng lượng giắc z=1—/3¡ kết quả: 
=2ÍcosZ+¡ ï) —# +isin—Z 
A.z 3(so»5 +iánŠ B.z=2| cos 3 Tin 3 
C.z= 3(—eoxZ +isn—2 Đ.z=2(cos5 =isin 
3 3 3 3 


25. Cho z, =3(cos15° +fsin15), z¿ =4(cos30° +¡sin 302). Tích z,.z¿ bằng: 
A.120—0) B. 6/2(+ï) c.32-20) D. V2(2+j) 
26. Cho z, =3(cos 20” +¿sin 20), z; =2(—cos110°+isin 1102). Tích z,.z; bằng: 
A. 6(1=2i) B, 4 €, 6i Ð. 61—¡) 
27. Biểu diễn z= (~¡)” dạng lượng giác là: 


A 2“(es- «in SE) B. 2"(sosŠf+iinŸT) 
3 3 3 . 
€ 2(s-#+in—2) bà z“(so* tản TẾ) 
ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


| 11.8 | 12.C | 13.D | 14.D | 15.D | 16.c | 17. | 
|21.A | 22.D | 23.8 | 24.B | 25.B | 26.c | 27.A | 
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l1. z=a+bi(a,be lR) => z=a—bl; z~2z=3+4i c—~a+3bi =3+4i 
=-¬3 | 
-Ă- 4 =l‡|= 3?+ Š =2 
3 
Đáp án: A. 
¿. :=1—3¡ =|:|=vl+9 =V10 => Đáp án: B. 
3, w=z2—l=(2+i)Ì—~I=2+4i:|w[=v/4+16=2V5 => Đáp án: B. 
4.Gọi z=a+bi (a,be R)= z=a—bi 


An: c1 . ch: 
DỊ 20109 Hường 1. ¿ 


=4 
«ki =z¿=4+¡ = Đáp án: D, 


kạ, gẴ=<-—T =I~3i=2=I+2i,weizkäs =i(1~3/)+2(1+24)=4+5Í | 
=|w|=V4Ï = Đáp án: B, 


L6. z=a+bi(a,be R)> #z=a-bi; 
JVBA12ES4940/0NNRAM4M88 


“n TỶ sa eltf= w=(I+i)+2+3/=3+4i|w|[=xÍ9+16 =5, 


b=+l 
Đáp án: B. 
1, (I+¿Ƒ"*=[0+i'Ƒ” =0) =?2!*' = Đáp án: B. 
8. z=(§+6i}=(3+i)Ÿ =(~3—i¡)Ì = Chọn A. 
9.(1+i)9 =[(L+i)f |” = (lai) =2 = 2199 (~4) 
Đáp án: A. 
10. IV saÍ vì: arg(z,.z,)= Ø,+Ø, ;arg z,.are š; = Ø\.Ø,. Đáp án: D. 
11. Thấy đáp án B: (2+¿J5)(2—i\5]=4+5=9 = Đáp án: B. 


{ 
& | 
12. z=a+bi(a,be R); ?=L@a-bi=—Ì— œa*+b?<1©|d=. 
b a+bi 
Đáp ẩn: C. 
315 


18./1+£'0+!9 +ị!9 =/'(1+i+! +Ð)=0 = Đáp án: D. 
14. Đáp án D sai vì: z`=(2—2 3i) =—64. 


15, s+ø;=6+(3—V8)¿—|s,+s„|=j36+(3—3)' <8=A sai. 
ng, =-2~(3+/5):=|z¿—z|=j“+(3+V3}' #57 = B sai. 


z2 =8+33 +(6—4J3)¡ =|z,.z|# 3=» C sai. 
Du HH run: 
+ k 


” dị 25 ˆ.=b đúng. Đáp án: D. 
l1+2i l-2¡ -2 
16, Thử các đáp án ta thấy D ta có : lớN-»V:ö4- re Ta Đắp án: D, 
17. Thử các đáp án ta thấy ở đáp án D: z, —z; = 2¿; |z, — z;|= 2. Vậy đáp án D sai 
Đáp án: D, : 
18. Thử các đáp án ta thấy D z¿ =z,.z¿ =—25=>|z¿|=25 —= Đáp án: D. 
19. z=z; =|z4|=|z;| là đúng, |z,|=|z|= z, = z; là sai. Vậy đáp án € sai 
Đáp án: C. 
20. Điểm A(1;2); ø thuộc đường thẳng y=2— B(/;2) 
OA =(I;2); OB=(t;2); AOAB cân tại Ø = ØA = ØBR ©s ØA° = OB° 


—s~+4e|r=I qoại) 
t=~I 
= B(-l1;2)= z=—I+2¡ => Đáp án: A. 
21, OA =(4;0);ØB =(0:~3):ØÄ+ØÖB = (4:—3)=ể = C(4:~3) 
=z:=4-3i = Đáp án:A. ly? 
22, zi.z¿ = (4+ bÌ)(c+ di) =ac—bd + (a4 +bc)ì = š¡.z; = ac—bd— (ad +be)i 
= Đáp án Ð sai=> Đáp án: D. 
23. AC—l;3); B(;5); C(4;); Ð(x; y) 
AB=(2;2);Đ€ =(4—x;1— y) 
ABCDlà hình bình hành + 48= Để 
4-x=2 x=2 
Ầ Ầ 
1I-y=2 y=-I 
=:t=2-i 
= Đáp án: B. 
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ị k c=t-vW=a|3—Êi |=a(ex5+in( =5) = Chọn B, 


L2B. sị.zy = 3.4(cos (159 +30) +-¡sin ((L5° +30 )-a[Š‹-È]- 6/2(1+i) 
{  C7ChọnB 

c2. :., =32(eos(20” +70°))+isin((20° +70°))=6(0+¡) =6¡ 

| (Vi eos70°=—cos1100;sin110 =sin70°) 

:_ = Đápán: C. 


|--v-r--(#-4J-z(-e#)-<e£) 


-=(G#=(#) 


_ Đápán:A, 
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Bài 2. Phương trình trên tập số phức 


1. LÝ THUYẾT 
1. Căn bậc 2 
@ được gọi là căn bậc 2 của số phức z © øÊ = z, 


Ví dụ: (2+3i)” =—5+12i. Vậy—5+12i có 2 căn bậc 2 là 
a) =2+3i;a, =—=2—3i 
Lưu ý: ze IR 


+)z>0 thì z có 2 căn bậc 2 là ⁄z và —Vz 
+)z=0 thì z chỉ có 1 căn bậc 2 là 0 


+} z<0 thì z có 2 căn bậc 2 là „[zlvà —VÍzI 
Ví dụ 1. Các căn bậc hai của số phức z=21—20/ là: 


A. 5+2¡ và —5+2¡ B. 5+2¡ và —5—2¡ 
C. 5—2i và —5+2¡ D. —5—2i và —5+2¡ 
Hướng dẫn giải 
Cách 1: Gọi x+ yí (x, y€ ÌR) là một căn bậc hai của z. 
x'—y?=2l () 
"Ta có: 
š _ I8 @) 


@®) ©y=—”. Thay y vào (1) ta được 


x- 2i ©S xf~2lx2—100=0 «+ x?=25 œ x=+5 


x=5=y=-2;¿x=-5—= y=2 
Đáp án: C. 
Cách 2: Sử dụng chức năng Pol trong Casio chuyển z=21—20¡ về dạng 
lượng giác. Tiếp đến sử dụng phím Rec để tính căn bột 2ta được 
ma: Matb 


Po1(21,-Z0) 'Rec(ff.Yz2) ˆ 
_=29,0=-43, '6028» NPh án oi? XeByVe-2 
Vậy z=21—20¡ có 1 căn bậc 2 là w=5—2i, 


Đáp án: C. 
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Phương trình bậc hai trên tập số phức ax? +ðx +e =0 
A=b°-4ac 


Trường hợp 1: A =0 = (1) có nghiệm kép x¡ = x; = 


- Trường hợp 2: A #0 = (1) luôn có 2 nghiệm phân biệt 
- Giả sử Ølà 1 căn bậc hai của A thì PT (1) có 2 nghiệm phân biệt là 
—b—ƠZ, -*+Z 
ị ? Tế G 
Ta cùng xem lại 1 ví dụ trong phần kĩ năng casio 
dụ 2. Cho z,,z; là hai nghiệm của phương trình 


xŸ +2(1+?)x+5—10/ = 0, Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 


x= 


1 66 + 8¡ 
--Á z?+z? =—l0+28i B.SLa 5 x=— 
z+?a Di 25 
-€ s+z} =106—46i ÐD. z;z? +z,z‡ ==30+107 
Hướng dẫn giải 


Bước 1: Tìm nghiệm z,, z; 
+ Tính căn bậc hai của A' 
~Có A'=(í+l)?—5+10/=—5+12¡ 
~- Sử dụng chức năng Pol đế tìm môđui và argument của A 
“ lu & 
.PoI(-B,12)”' 
r=13;8=112.6198+ 
- Sử dụng chức năng Rec đế tính căn bậc n của A 
KT PS or: 
_Rec(X;Y+2) —. 
x=2,Y=3 
Do ta đang cần tính căn bậc 2 nên nhập 4X.- nếu là căn bậc n thì ta sẽ 


x —— Tưng nen am sesrr==rzzrz 


nhập Wx.Š 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 
z, ==(I+i)+2+3i=1+2i 
# =—(I+i)—(2+3i) =—3-4i 
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Ta gắn z¡ => A,z, —> 8 L8) 
Khi đó ta tính từng đáp án xã 
A.-z” + z2 =—10+287 - tế 
Được kết quả đúng 


g.5L..5¿ _„ _66+8í : 
Xã 2# bói 
Được kết quả 


Đáp án: B. 


BÀI TẬP TỰ LUYỆN. 
1. Gọi là 2 nghiệm phức của phương trình 2(1+ï)z°—4(2—¡)z—5—3i=0,. -¡ 


Tính A=|z/|`+|z;[Ÿ` được kết quả là: 


A.9 B. v21 C8 D. 2/2 
2. Số phức nào sau đây là nghiệm của phương trình z°—z+1=0? 
v3 1Ý 1 v3 1_v3 
A.z=l-*; Ă: _—_; r=—— 
z E) B, = 2 C7 PIN ÐD ? 
d+Ðx-3y=¿ 
3. Hệ phương trình: le #ee có nghiệm là: 
1~2i 1~2¡ 1+2¡ 1+2¡ 
x= s |x=—— v..— x= 
B. D. 
ya-2 „a3 ở yel-2 „a1‡23 
$ 5 bị $ 
4. Nghiệm của phương trình zˆ—2z+1—2/ = 0là: 
my 1=i=2 B, z=i+2 & ` ANSt= Ð, . 
# =~i Zạ =-i z;=2~í #; =- 
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Cho phương trình z”~2=2/(z—2).Gọi z,, z; lần lượt là hai nghiệm của 
phương trình. Kết luận nào sau đây là đúng? 

—Á.g)+z,)=8+4i B32. =4 

ÔCz2+tz¿'=-Bi D. z)z¿+z,)2=32+l6i 

6. Giải phương trình (3+4i)x= (1+2)(4-+i) có nghiệm là: 


` ¡ 45 19 44 19 42 19 4i 19 
— + ~i L —+— —+>.Í ke +Cf 
^-2grg Bề —" Địt. 
, Khai căn bậc hai số phức z=—3+4¿ có kết quả: 
z, =1+2i z„=l+2i z =l+2i ã =—l+2i 
z¿ =l—2i "|z¿=—I-2i¡ zạ =—l+2i z2 =—l-2i 
8. Phương trình 3z?—6z+15=0 có nghiệm phức là: 
ñ A. z=l+2¡ và z=1—-2¡ B.z=l+2i 
È; C.z=2+2¡ vàz=2—2¡ D.z=2+2/ 
(|9. Lập phương trình bậc hai có hai nghiệm œ =4+3/;/ ==2+¡ có kết quả: 
A. z~(2+4i)z—(H+27)=0 B. z*+(2+4ï)z—(11+2/)=0 
C.z?—(2+4i)z+(11+2i)=0 D. z?+(2+4i)z+(11+2/)=0 
F10. Giải phương trình 2+xŸ +x+1=0 có nghiệm là: 
] 1 
h + =z(1-7) 8 x=a+⁄7) 
+; =~(—tI+V?i) +; =~(I-7) 
% =-(-t+⁄?) % =-(I-vn) 
C. Ð. 
=-~(t=⁄?) x =x(-I=⁄?) 
"11. Phương trình x2+(2Z—3¡) x—6i =0 có nghiệm là: 
Ả, x,=3i B, * =9 +; =~2+3i Ð xi 
*x; =2 x; =-=2+3i *;=-2-3i xạ=-2-3i 
(12. Phương trình bậc 2 có 2 nghiệm x, =a+-bí;x; =a—bi là: 
A.x) +2ax+ a° +bì =0 B.x°+2ax+aŸ—b`=0 
C.x?—2ax+a° +b° =0 D. x—2ax+a?—b?=0 
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13. Cho z,,z; là hai nghiệm của phương trình: xŸ+(2—i)x+3+5/=0 


mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng: 


A. z2+z}=-3~—14i B224 221256 
5% 1# 14 


€C. z+z‡ =—(53+46i) D, zˆ+z‡ =—155-24i 
14. Phương trình bậc hai có hai nghiệm z, =3+2¡ và z; =2+3 là: 
A.z?—(5—~5¡)z+13i=0 B. zÈ—(5+5¡)z+13i =0 
€.z?—(5+5i)z—13¡=0 Đ,z?—(5—5¡)z—13i =0 
15. Nghiệm của phương trình z3-8=0 là: 


z.=2 z.=2 
A.|z¿=1+3i B.|z¿=—I+V3i 
z& =1—M3i z =—l—M3i 
z¡=~2 t=-2 
c.|z;=—I+3¡ D. | z¿=1+x/3¡ 
z=—1— vãi z =I—3i 
16. Trong €C, phương trình z“+4=0 có nghiệm là: 
A. +4~0, +01+Ð) B. +(1—20, +(+20) 


€, +(I—3i), +(1+ 3/) D. +(1—4i), #(I+4i) 


- Các. 


17. Cho phương trình z°+#z+=0. Nếu phương trình nhận z=1+¡ làm 


một nghiệm thì b và c bằng: 
A.b=3,c=5 B.b=l,c=3 
C.b=4,c=3 D.b=-~2,c=2 


18. Cho phương trình z”+az”+bz+c=0 Nếu z=l+ỉ và z=2 là hai nghiệm 


của phương trình thì a, b, c bằng: 
A.az=—4,b=6,c=—¬ä4 
C.a=4,b=5,c=l 


B.a=2,b=l,c=4 

D.a=0,b=-l,c=2 
ĐÁP ÂN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 

| 1.A | 2.c | 3.A | 4.B | s.c | 6c |7.n [8A |] 

| 11.A | 12.C | 13.A | 14.B | 15.B | 16.A | 17.D | 18.A | 
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L =|z|[È+|z;|=9 = Đáp án: A. 
| ñ „1Ð, 
kioztIl=0©| 2 2 ( Sửdụngmáytính Casio) 


vã 


=———i 
Gà AC) 


©- Đáp án: C 

(I+i]x-=3y=i Z 1 2 
-3y-(—0(+0y=i+i1+i) ©y=——^¡ 

(ÄAifkdfm y-d-0d+0y=i+il+b ©y s5 

Ỷ =x=-i-0-0y=s~Ãi = Đáp án: A. 

Ý:?—2:+1—2¡ =o. 

hí =i+2 

[shdengCadotssel SE = Đáp án: B. 

$ Phương trình ©z?—2/z+4/—2=0 

Ệ Theo định lý Vi-et, ta có: z, + z; = 3ï; Zụ#; =4i—~2 

Thử đáp án thấy C thỏa mãn. 


l (1+2/(4+) 42 l9 
Lz=———=—+— :€. 
)x 34i 25 Tay! = Đáp án: 


L Sử dụng Casio ta có (142i)Ì =~34+4¡ = Đáp án: B. 
z=l+2i 
Ị z=l-2¡ 
z+8=2+4¡; #/8=—11~2¡ = Phương trình cần lập: 
z`~(œ+ )z+ø=0 « zˆ—(2+4i)—11—2¡ =0 
'Ô =Đápán: A. 


|sử dụng Caiocó: 3ˆ~6c+iø=0©[ = Đáp án: A. 
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10, Sử dụng Casio có : 2x? + x+]=0 #. = Đáp án: A. 


*x=-—-—i 


3 
Ì 
) 
Ị 
ị 
ị 
ị 
11, Dùng Casio thử các đáp án thấy x=3i và x=~2thỏa mãn => Đáp án: A, ị 
12. xị.x, = 4° +b ;xị.x, =2a ị 
Theo định lý Vì- ét thì x, x; là nghiệm của của phương trình: 
x?—2ax+a°+bÊ=0 
Đáp án: €. 
13. Theo định lý Vi- ét z,.z; =3+ 5i; z, +z¿ =i—~2 ị 
Thay vào các đáp án thấy: zˆ+z¿` =(z,+z„¿)Ì—2zz¿ =—3—14i 
= Đáp án: A. t 
14. z¿+z;=5+5i¡z.z;¿ =13i 
Phương trình cần tìm: z?—(5+5¡).z+13i =0 = Đáp án: B, 
15. Sử dụng Casio— Đáp án: B. 


16, Thử các đáp án ta thấy A đúng=> Đáp án: A. 
17, Thay z=l+¿vào phương trình: 


(1+i}'+b+?)+e=0 œb+e+(b+2)¡=0 
KG 
b+2=0 
= Đáp án: Ð. 
18. Thay z=+¡ và z=2 vào phương trình: 
a=-4 
«©4b=6 
c=ả 


c=2 


§+4a+2b+c=0 
(+ð`+a(+ØÐ? +b+i)+e=0 


=Páp án: A. 
Cách khác: Thay a,b,e trong các đáp án vào phương trình và tính nghiệm 
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CHƯƠNG VIIL PHƯƠNG PHÁP TƯ DUY 
GIẢI CÁC BÀI TOÁN THỰC TIỄN 

1. Cấp số cộng: u,,, = 1, + (n— 1d. 

'Tổng của n số hạng đầu của cấp số cộng được gọi là tống riêng thứ n. 

nu, +u `- n|2u, +(‹—1)d 

————- n3 h 


Ta cổ: Š =1, +, +... = 


.2. Cấp số nhân: w,; ứ„ = u.j"' 


¡__ SỨ" =1) 
Ta có S =, +, +... =u, + 7<† «+ dư” =————.- 


r—1 

3, Bài toán lãi suất ngân hàng 
Thông thường có hai hình thức tính lãi gồm lãi đơn (phần lãi của mỗi kì 
được tính trên số tiền gốc ban đầu) và lãi kép (phần lãi của kì sau được 
tính trên số tiền gốc kì trước cộng với phần lãi của kì trước). 
Giả sử số tiền gốc là A; lãi suất r%/1d hạn gửi (có thể là tháng, quý hay năm), 
+} Lãi đơn; Tiền lãi của kì trước không được tính vào vốn của kì tiếp theo, 
đến kì hạn người gửi không rút lãi ra. 
Số tiền lãi nhận được nếu gửi theo hình thức lãi đơn sau n kì hạn gửi là 
nA.r, số tiền nhận được cả gốc và lãi sau n kì hạn gửi là 
€C=Á+n.Ár= A(+nr) 
+) Lãi kép: Đến kì hạn người gửi không rút tiền lãi ra thì tiền lãi được tính 
vào vốn của lì tiếp theo 
Số tiền nhận được cả gốc và lãi sau n kì hạn gửi với hình thúc lãi kép là 


A(1+r)", số tiền lãi nhận được sau n kỉ hạn gửi là C= A[d+z}—1| 


Tương tự có thế xây dựng cho các bài toán mà số tiền gốc bị giảm đi từ kì 

'_ hạn gửi thứ k, - 

Ví dụ (Câu 21- Đề mính họa THPT quốc gia 2017). Ông A vay ngắn hạn ngân 
hàng 100 triệu đồng, với lãi suất 12%/năm. Ông muốn hoàn nợ cho ngân 
hàng theo cách : Sau đúng một tháng kế từ ngày vay, ðng bắt đầu hoàn nợ; 
hai lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng một tháng, số tiền hoàn nợ ở mỗi 
lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau đúng 3 tháng kể từ ngày vay. Hỏi, 
theo cách đó, số tiền m mà ông A sẽ phải trả cho ngân hàng trong mỗi lần 
hoàn nợ là bao nhiều ? Biết rằng, lãi suất ngân hàng không thay đối trong 
thời gian ông A hoàn nợ. ` 
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100, é 01)" (01) 
(10)`~ 
ga 4a) 


(L12}`—1 


A.m= (triệu đồng) B.m= "T*N g đồng) 


= 


€. m=————— (triệu đồng) D.m= (triệu đồng) 


Hướng dẫn giải 
P=100 triệu, 12%/Năm=> 19%/tháng, r = 0,01,rP = 1. 
"Ta giả sử các tháng là: 
1/03—22L› 1/04 LÃã|rp; m=m +rp 
Trả gốc m, => Còn nợ P-m1 


01/4—2 ; 1/0 Lãi r(p-mm, ) =m, + r(p—m,) 
Trả gốc m, GHẾ xung nợ P-m1-m2 
| 01/05—*##?*_› 1/06 xc®Lãi r(p—m1—m2) m=m + r(p—m,—m,) 
¡ Trả nốt gốc mạ = p—m, —m, 


| Theo đề 
=mị +rP =m, + r(P—m,) = mạ = mị(Ï+7r); im = mụ(1+r) = mì (1+ r)? 
(I+r)Ẻ 


= P=?P.. 
TH Đ04/22026)777- ==) 


m, +m; + my = PS m, = 
Đáp án: B. 

Công thức chung: m, = m,(1+r)"” và số tiền trong mỗi lần đóng sẽ là: 

é 

mm +, +i +e-+im SP Sim ST TT? Ni 
Nhận xét: Đối với bài toán về tiền lãi thì quan trọng nhất là ta xác định 
được tiền gốc cho lần kì hạn tiếp theo. 

4. Bài toán ứng dụng tích phân E 
Các đại lượng vật lí có mối liên hệ toán học với nhau, ta có thể xem đạt 
lượng này là đạo hàm của đại lượng kia tại một thời điếm nào đó. Từ đó có 
sự liên hệ về nguyên hàm và tích phân trong việc tính giá trị các đại lượng 
đó. Chúng ta thường gặp nhất là sự liên hệ giữa quãng đường, vận tốc và gia tốc 
của chất điểm trong quá trình chuyển động. 
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rP 
(+r}~—l 


=m=m,+rP= 


5, Bài toán cực trị 
Trong thực tế ta luôn có nhu cầu tối u một vấn đề nào đó, đơn giản nhất 
đó là lợi ích một cách tối đa và chỉ phí một cách tối thiếu, Chính vì vậy các bài 
toán về tìm giá trị lớn nhất nhỏ nhất luôn cần thiết trong đời sống hàng ngày. 

BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

1. Biết rằng tỉ lệ lam phát hàng năm của một quốc gia trong 10 năm qua là 
5%. Năm 1994 tiền nạp xăng cho một ô tô là 24,95 USD. Năm 2000, tiền 
nạp xăng cho xe ô tô đó phải là: 

LA.33,44 USD B. 23,44 USD C. 34,43 USD +D. 43,34 USD 

2. TỈ lệ tăng dân số hàng năm của In-đô-nê-xl-a là 1,5%. Năm 1998, dân số 

_ của nước này là 212 942 000 người , Dân số của tn-đö-nê-xi-a vào năm 
2006 là: 

A. 240 091 000 B, 250 091 000 


C. 260 091 000 D.230 091 000 


3. Năm 1994, tỉ lệ thế tích khí CØ, trong không khí là hi „ Biết rằng tỉ lệ 


thế tích khí CØ, trong không khí tăng 0,4% hàng năm. Năm 2004, tỉ lệ thể 
tích khí CØ, trong không khí là: 
A. 373.107 B. 373.10 C. 273.10 Ð, 373.107 
L4. Biết rằng tỉ lệ giảm dân số hàng năm của Nga là 0,5% Năm 1998, dân số 
_ của Nga là 146 861 000 người. Năm 2008 dân số của Nga sẽ là: 
A. 139 899 000 B. 149 699 000 
C. 159 899 000 D. 139 699 000 
5. Áp suất không khí P (đo bằng milimet thủy ngân , kí hiệu là mmmHG) suy 
giảm mũ so với độ cao x (đo bằng mét), tức là P giảm theo công thức 
P=he" 
Trong đó 74 =760mzn#g là áp suất ở mức nước biến (x=0), ¿ là hệ số 
suy giảm. Biết rằng ở độ cao 1000m thì áp suất không khí là 672/71mmHg. 
Áp suất không khí ở độ cao 3000m (gần đúng) là: 
A. 530,23zmmHg B. 630,23nHlg 
C. 430,23mmH1g D. 330, 23un/ig 
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6, Vận tốc của một vật chuyển động là v()= 7 vẻ" #07 (3). Tính quãng 


đường di chuyến của vật đó trong khoảng vùi tê 1,5 giây (làm tròn kết 

quả đến hàng phần trăm) là: 

A. 0.34(m) B. 0,034(m) €, 0,34(e m) Đ.3,4(cm) 
7. Một vật đi chuyến với vận tốc của một vật chuyển động là 


2 
v()=1, 2+7  tm #3). Quãng đường di chuyển của vật đó trong khoảng 


thời gian 4 giây (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm) là: 
A. 11,81(m) B. 12,8l0n) C.11,21 D.12/21 
8. Trong các hình trụ nội tiếp hình cầu bán lính x/3 cm, hình trụ có thế tích 
lớn nhất là: 
A.3mcm? B.2xem? C. 4xcm” D. Srcm" 


9. Cho con lắc lò xo đao động với phương trình : x= 3eo| 2a +— 3) (m) 


Tính độ lớn gia tốc của vật tại thời điểm =5». 
A.6z? B. 7z csz D.9z? 

10. Để làm một lon cà phê Birdy, người ta phải làm một lon hình trụ có thể 
tích thực là 200;nf bằng nhôm, giá nhôm là 70.000 đồng trên một mét 
vuông, Hỏi lon cà phê có chiều cao bao nhiêu để số tiền làm lon là ít nhất? 
A./229 BI bà = p.iS9 

z z # z 

11. Thế tích V của 1kg nước ở nhiệt độ T (T nằm giữa 0° và 30°} được cho 
bởi công thức 
V =999,87—0,064267 +0,00850437? —0,000067972(cem`). Để nước có khối 
lượng riêng lớn nhất thì nhiệt độ lúc đó là: (tính gần đúng) 
A.T=0,96(°C) B.T~3,9665(°C)  C.7=2,9665(°C) D. 7 =1,96(°C) 

12, Lưu lượng xe ô tô vào đường hầm được cho bởi công thức 

290,4 

f4) 0 3607214.2u1264 Lx€/Bly), 

"Trong đó v(km/h} là vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm, 

Vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm sao cho lưu lượng xe là 

lớn nhất và giá trị lớn nhất đó là: 

A. 27,08 (km/h); 8,9 (xe/giây) B. 27,08 (km/h); 9,8 (xe/giây) 

C. 25,08 (km/h); 8,9 (xe/giây) D. 25,08 (km/h); 9,B (xe/gìây) 
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13. Một người ném xiên một viên đá lên không trung theo quỹ đạo parabol có 
phương trình y=~2x` +§x—3 , vị trí viên đá di chuyến gắn với trục tọa độ 
Oxy. Khi đạt vị trí cao nhất , được biểu diễn là số phức nào? 

A.r=2+š B.z=5+2¡ €.z=l-4i D.z=4-¡ 

14. Trong tất cả các hình hộp chữ nhật có diện tích toàn phần là 96 , thì hình 
hộp chữ nhật có diện tích lớn nhất là: 

A.64 B, 125 C27 Đ. 216 

15. Thầy giáo Nam gửi ngân hàng 100 triệu với lãi suất 10% một năm, và lãi 
hàng năm được cộng vào vốn , sau 5 năm thầy gửi thêm 100 triệu nữa vào 
tài khoản . Hỏi sau 10 năm thầy Nam nhận được bao nhiêu (lấy giá trị gần 
nhất)? 

A. 420 triệu B. 42Ị triệu €, 422 triệu Ð. 423 triệu 
| 16. Vào 10: 00p.m , ngày 30/1/1952, khi sử dụng máy tính tự động Western 
U,S National Bureau of standords, người ta đã tìm ra số Mersenne Aƒ„;,: 
2! —~I là số nguyên tố . Hỏi khi viết ở hệ thập phân ,số Af„;, có bao nhiêu 
chữ số? 
A.155 B. 156 €. 157 D. 158 
ÿ 17. Hàng ngày mực nước của một con kênh lên xuống theo thủy chiều , độ sâu 
h(m) của mực nước trong kênh tính theo thời gian £(h) trong một ngày 


cho bởi công thức #= eo.( +2) +12 xác định trên [16;21] 


Mực nước trong kênh thấp nhất tại thời điểm t bằng: 
A.17 B.18 C.19 D.I6 
18. Một vật chuyển động với gia tốc v(r) m/s,, có gia tốc a =¿" +t (m/ 3ˆ), 

Vận tốc ban đầu của vật là 7zr/ +. Hỏi sau 7s, vận tốc của vật là bao nhiêu 

(tính giá trị gần nhất)? 

A. 398m/ B. 400m/sz C. 399m/ s D.256m/x 
'_19. Sau khí phát hiện bệnh địch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm 
Í.. bệnh kế từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ t là : 

#()= 45? —?`. Nếu xem ƒ'(2) là tốc độ truyền bệnh ( người / ngày ) thì 
tốc độ truyền bệnh sẽ lớn nhất vào ngày thứ: 

A.12 B.15 c. 20 D.25 
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20. Một ngọn hải đăng đặt tại vị trí A cách bờ biển 1 khoảng AB = 5km. Trên f 
bờ có một cái kho ở vị trí € cách B một khoảng là 7km. Người canh hải 
đăng có thế chèo đò từ A đến M trên bờ biến với vận tốc 4km/h rồi đi bộ 
đến C với vận tốc 6km/h (hình vẽ). Đế người đó đến kho nhanh nhất thì 
BM bằng 


2 L.Á € 


A. 2j6 B. 2/5 c.2⁄3 D. 24/2 
21. Một công tỉ bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê 
mỗi căn hộ với giá 2.000.000 đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có người 
thuê và cứ mỗi lần tăng giá chò thuê mỗi căn hộ 100.000 đồng một tháng 
thì có thêm hai căn hộ bỏ rỗng, Để thu nhập cao nhất, công ti đó phải cho 
thuê mỗi căn hộ với giá một tháng là: 
A. 2.100.000 B. 2.200.000 C.2.225.000 D. 2.250.000 
22. Một khu rùng có trữ lượng gỗ 4.10” mét khối . Biết tốc độ sinh trưởng 
của các cây trong rừng đó là 4% mỗi năm. Hỏi sau 5 năm, khu rừng đó sẽ 
có bao nhiêu mét khối gỗ? 
A. 4,8666.105 B. 5,8666.105 C. 6,8666.108 D. 7,B666.105 
23, Một chất điểm chuyến động theo quy luật z=6/?—”. Thời điểm t (giây) 
mà tại đó vận tốc vím/s) của chuyển động đạt giá trị lớn nhất là: 
A.t=l B.t=2 Ct=3 D.t=4 
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24. Một hành lang giữa hai nhà có hình dạng của một lăng trụ đứng (hình vẽ). 
Hai mặt ABB'A' và ACCŒ'A'1à hai tấm kính chữ nhật đài 20m, rông 5m. Gọi x 
(mét) là độ dài cạnh RC. 

Thế tích lớn nhất của lăng trụ có thể đạt được là: 
dị 


- RỂ 
3 


A.250 C.300 D.100 


25. Một con lắc lò xo dao động với phương trình: x= 3cos(2Z: +) (m}. Độ 


lớn của gia tốc của vật tại thời điểm t= 5s là: 


A.6z° B. 8z” C8? D.~6z7 

26. Một vận động viên tập luyện một môn thế thao bao gồm cả chạy phối hợp 
với bơi từ góc này sang góc đối điện của một hồ nước hình chữ nhật chiều 
rộng 50m, chiều dài 200m. Sau khi chạy được quãng đường x thì người đấy 
chuyến sang bơi đến đích. Giá trị của x để thời gian người ấy về đích nhanh 
nhất là bao nhiêu? Biết vận tốc bơi là 1.5 m/s, vận tốc chạy là 4.5 m/s. 


ˆ 4£ 


Ta › 
A.50 B.100 C.150 Đ.200 

27. Cắt bỏ hình quạt tròn AOB (hình phẳng có nét gạch trong hình 1,3) từ một 
mảnh các tông tròn bánh kính R rồi đán hai bán kính OA và OB của hình 
quạt tròn còn lại với nhau đế được một cái phễu có dạng một hình nón. Gọi 
x là góc ở tâm của quạt tròn dung làm phễu (h.1.3), 0< x< 2x. 
'Thế tích lớn nhất của hình nón là: 
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2/3 3 SỨ? và 2/3 3/2 
A. Sp xR B. 2 zR CN zR D.  ruớg 


28. Một sợi đây chiều dài L được cắt thành 2 đoạn: đoạn 1 uốn thành hình 
vuông cạnh a, đoạn 2 uốn thành đường tròn bán kính r. Đế tống diện tích 


của hình vuông và hình tròn nhỏ nhất thì tỉ số Š là: 
r 


A.z B.2z C.3z D.4z 
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 

[1.A [ 2.A | 3.B | 4D | 5.A | 7.A | 6.A | 8.C | 9.A |10.A] 

| 11.B | 12.A | 13.A | 14.A | 15.A | 16.C | 17.D | 18.C | 19.B | 20.B| 

|21.Ð | 22.A | 23.B | 24.A |25.A |26.D|[27.A|28A| | ` 


1. Công thức tống quát € = A(1+0,05)"SD; Tiền nạp xăng năm 2000 cho â 
tô đó là 33,44 USD. Đáp án: A. 
2. C= A(+0,015)"; Dân số của In-đô-nê-xi-a vào năm 2006 là 240 091 000, 


Đáp án: A, 
3, Đáp án: B, 
4. Đáp án: Ð, 
5, Đáp án: A. 
Trước tiên tìm / từ đẳng thức 
672,71 = 760.e'"1 (¡ = 0,00012) 
Từ đó p = 760,e*99(-A00t2) 
6. Đáp án: A. 
3 ] 
P5 KG. =0,34@n) 


7, Đáp án: A. 0,8—13In 3+131n 7 = 11,81(m) 
8. Kí hiệu chiều cao , bán kính đáy và thể tích của hình trụ nội tiếp hình cầu 
lần lượt là h, r và V. khí đó, V = #r?h. 
Hụ 


4 + 
vìr*=‡— ` nên V=z| Rt—?~ Ìk=z| #ụ—' |. 
4 4 4 


Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của hàm số 
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h 
V(h)=z| RẺh~— |.he (0;2R). LIÊN khi h=^ Khi #= 
ứ) ( x) ={ ) = s. =5 thì ta 
được kết quả. Đáp án: C. 
9.Có a=x'4)=-l2z°ea( 2+ 5Ì (m+ˆ) 


Tại t=5s =|a|= 6z. Đáp án: A, 


10. Có ñzR2 =200=s n=-200, 
zR 


=71(#)=2zR~ SP = ƒ(R)=0e R=(|29 = ƒ(R)min -.- 
Đắp án: A. 

11. Đế khối lượng riêng của nước lớn nhất thì thế tích của 1 kg nước phải nhỏ 
nhất. Ta có V„„ đạt tại 7 =3,9665(°C) 
Đáp án: B, 

12. Đáp án: A, 


+ =7() 


tị 
#tv)= 200/4 TC Vỹ >o 
(0.36v?+13,2w+ 264) 
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ƒ(v)=0œv= o6 


f đạt giá trị lớn nhất khi w= = = 27,08 (km/h) 


($)- ƒ(27,08)=8,9 
13. Đáp án: Ä. max y=5 ©+ x=2= z=2+5/ 


14. Đáp án: A. 
Sip =2(ab+bc+ca)=96 


% ab+bc+ca =4§. Lại có 3Va3b?c? < ab+bc+ca 


3 
cac Si 9Ì so. =64 
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15, Đáp án: A. 
Sau 5 năm, thầy Nam có tống số tiền là: A = P(1+z)* =100(1+0,I)Ÿ = l6] triệu, 
5 năm tiếp theo thầy giáo của Nam có A'= ( A+100)(1+10%}` = 420 triệu, 
16. Đáp án: C. 
Số của Af,„ là [log(2”' -l)]*+1=15? số € 
17, Đáp án: D. 
h =Aen( +2 xi2, Có 9<h<I5 = minh =9 so(#+2]=~I 


#t ,. 4 
—†+==-#+k2z œ—=——+2k >t=16(k=2 
Tag 63 ta) 
18. Đáp án: C. 
Cách 1: Có a=v'() =3 °+2r>v=++C 
Mạ, =7=c=7?=v(T)=7T+7) +1? =399n/ s 


Cách 2: v()=7+ [”(ÄP +2)dr=399m/s 
19. 
#'{:)=90r—3”, ƒ"(:)=0 © r=15. Ngày thứ 15 thì tốc độ truyền bệnh sẽ 
lớn nhất. 
20. 
Đặt x=BM 0< x<7 khi đó AM =v|x+25,MC=7—x 
Thời gian người canh hải đăng đi từ A đến C là: 
ã - 
Ta) 8,7 (giờ), 0<x<7 
Hàm số T đạt giá trị lớn nhất tại điểm x= 25 
Đắp án: B. 
21, 
Gọi n là số nhà bị bỏ rỗng,ne N 
Số tiền công ty thu được hàng tháng là: 


7T = (2000000 + ~.100000)(50~n) 
=~50000n + 500000n+100000000 
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~b _ 500000 
“200 


Khi đó giá thuê mỗi căn hộ là: 2000000+Š. 100000 =2250000 (đồng) 


Đắp án: Ð. 
22. Gọi trữ lượng gỗ ban đầu là V,, tốc độ sinh trưởng hằng năm của rùng là 
í phần trăm. Ta có : 
— Sau 1 năm, trữ lượng gỗ là ; 
W.=W,+iW=V,(+0; 
~ Sau 2 năm, trữ lượng gỗ là : 
W; =Vị +7, =VW,(1+0=W,(+£); 


s 


~ Sau 5 năm, trữ lượng gỗ là : 


V,=W(I+i#. 
Thay ta được 

V, =4.10”(1+0,04)7 =4,8666.101 (2), 
Đáp án: A. 

23. Vận tốc chuyển động là w=z* , tức là Uu=l12r—3/ˆ*-, 
Ta có: v'=l2-6I, 
w'=0œ/:=2, 

Hàm số đồng biến trong khoảng (0:2) và nghịch biến trong khoảng 
(2:+=) 
Vận tốc đạt giá trị lớn nhất khi =2 
Đáp án: B. 


24. V =5xvVI00—x?(mˆ'),0<x<10 


Hình lăng trụ có thế tích lớn nhất khi x =5/2(m). 
max z 3 
sẽ (mà0)” V(S5V2)=250(m°) 
25.a=x"=~—12 eos(2r+^). Thay t=§ vào a, tìm được |a|=6Z° (m/s`} 
26. Quãng đường bơi là: 4/(200— x) +50° 
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...=<—.-...... 


336 


dt 
Thời gian đi cá quãng đường là: /(x)=-^C x_„ý(200-x)" +50` 


FT L5 

#œ)=0 =x=200— T= Minƒ() © x=200~-E =182(m) 
Đáp án: D. 

27.v=1 


“ 
2 =———— 2 -_ 
§ h ”* X4z°—x°,0<x<2z 


Ta tìm xe (0;2Z) sao cho tại đó V đạt giá trị lớn nhất 
ở) 2 
TP R` (8° 3x2) 

24z°` vdlaz'—x+° 

Với 0< x<2Z, ta có 


V'=0<>8#?—3x2 =0» x= 2Š „= 63x 
2⁄6 
Hình nón có thế tích lớn nhất khi x "ưa 1,63 


max 2/6 \_ 23 
xe (0:2z)” 'Ê 3 zÌ* TP 


t2 
3 + + 
28. Tổng diện tích 2 hình là: á° +#z? =a? +”—> l2 NGỆY -ll 


—*t 
»w # z 
Dấu "=" xảy ra khi “ Tin sẻ „ Đáp án: A. 


ịỊ 


